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Kurzfassung
Zyklische Kohäsivzonenmodelle beschreiben irreversibles Separationsverhalten
und Schädigungsakkumulation unter zyklischer Belastung. In der vorliegenden
Arbeit wird die Formulierung zyklischer Kohäsivzonenmodelle systematisiert und
ihr Potenzial zur Simulation von Ermüdungsvorgängen analysiert. Die Kohä-
sivspannungs-Separations-Beziehungen werden auf Basis etablierter thermody-
namischer Konzepte der Schädigungsmechanik aufgestellt. Zyklische Schädi-
gungsakkumulation wird über die Entwicklungsgleichung der Schädigungsvaria-
blen unter Berücksichtigung einer zustandsabhängigen Dauerfestigkeit beschrie-
ben.
Das Kohäsivzonenmodell wird erfolgreich für die Simulation von Werkstoffer-
müdung angewandt. Numerisch mithilfe der Methode der finiten Elemente er-
zeugte Rissfortschrittskurven bilden das experimentell beobachtete Ermüdungs-
risswachstumsverhalten in allen Bereichen ab. Über Parameterstudien wird der
Einfluss der einzelnen Modellparameter ermittelt. Darüber hinaus wird die An-
wendung des zyklischen Kohäsivzonenmodells auf die Simulation von WÖHLER-
Versuchen vorgestellt und der Probengrößeneffekt auf das Ermüdungsverhalten
untersucht. Der Zusammenhang zwischen den lokalen Beanspruchungszustän-
den in der Kohäsivzone und dem vorhergesagten globalen Versagensverhalten
wird aufgeklärt. Die gewonnenen Erkenntnisse bilden die Grundlage für ein Kon-
zept zur Identifikation der Kohäsivparameter, das auf der Auswertung von WÖH-
LER- und Rissfortschrittskurven beruht.
Abstract
Cyclic cohesive zone models describe irreversible separation behaviour and
damage accumulation under cyclic loading. In the present thesis, the formula-
tion of cyclic cohesive zone models is systemised and their potential to simulate
fatigue processes is analysed. The relation between traction and separation is
described based on established thermodynamical concepts of damage mechan-
ics. Cyclic damage accumulation is controlled by a damage evolution equation
taking into account a state-dependent endurance limit.
The cohesive zone model is applied successfully to the simulation of material
fatigue. Fatigue crack growth rate curves, which were obtained numerically by
means of the finite element method, reproduce the experimentally observed be-
haviour in all stages. The influences of the particular parameters of the model
are determined by parametric studies. In addition, simulations of uniaxial fa-
tigue tests using the cyclic cohesive zone model are presented. Furthermore, the
size effect on the fatigue behaviour is investigated. The relation between the
local states within the cohesive zone and the predicted global failure modes is
explained. These findings form the foundation for a concept of parameter iden-
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11. Einleitung
Ermüdungsbruch ist die häufigste Schadensursache bei Maschinen, Fahrzeugen,
Flugzeugen und anderen Konstruktionen, die zeitlich veränderlichen Betriebsbe-
lastungen ausgesetzt sind (KUNA, 2010, S. 117). Um einen sicheren und zuver-
lässigen Betrieb technischer Bauteile und Bauteilkomponenten zu gewährleisten,
ist die Kenntnis ihrer voraussichtlichen Lebensdauern erforderlich. Auf Grund-
lage dieser Informationen können Inspektions- und Wartungsintervalle festge-
legt, einzelne Komponenten ersetzt oder das Bauteil außer Betrieb genommen
werden. Die Vorhersage der Lebensdauer ist daher essenzieller Bestandteil der
Produktentwicklung. Zur Lebensdauerberechnung müssen die Einflüsse der Bau-
teilgeometrie, der Belastung und des Materialverhaltens berücksichtigt werden.
Eine Auslegung sicherheitsrelevanter Bauteile erfordert daher eine enge Zusam-
menarbeit von Konstrukteuren, Werkstofftechnikern und Berechnungsingenieu-
ren.
Deformations-, Schädigungs- und Versagensmechanismen müssen aufgeklärt
(charakterisiert) sowie werkstoffmechanisch modelliert werden. Werkstoffmecha-
nische Modelle enthalten mathematische Beschreibungen des experimentell
identifizierten Materialverhaltens und stellen damit die Grundlage numerischer
Berechnungen dar. Vor allem die kontinuumsmechanischen Materialmodelle,
zu deren Formulierung die experimentellen Befunde in eine allgemeine Mate-
rialtheorie integriert werden, ermöglichen numerische Simulationen von Struk-
turen beliebiger Gestalt und unter beliebigen Belastungsbedingungen. Diese
Modelle, insbesondere die Hypothesen bzgl. des jeweiligen lokalen Materialver-
haltens, müssen anhand von weiteren experimentell ermittelten Werkstoffdaten
verifiziert werden. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, in diesem Zusammenhang
einen Beitrag zur werkstoffmechanischen Modellierung von Ermüdungsprozes-
sen zu liefern. Zu diesem Zweck soll das Konzept des Kohäsivzonenmodells ge-
nutzt werden.
1.1. Einordnung der bestehenden Konzepte zur
Lebensdauervorhersage
Die Werkstoffermüdung setzt sich nach GUDEHUS und ZENNER (1999, S. 2.1)
aus der anrissfreien Phase, der Rissbildungs- sowie der Rissfortschrittsphase
zusammen.1 Die Gesamtlebensdauer entspricht der Summe aus der Lebens-
1 In dem zitierten Fachbuch wird vordergründig das Ermüdungsverhalten metallischer Werk-
stoffe adressiert.
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Abb. 1.1.: Phasen der Werkstoff- bzw. Bauteilermüdung nach GUDEHUS und ZENNER (1999,
S. 2.1); SANDER (2008, S. 2)
dauer bis zum technischen Anriss2 und der Restlebensdauer. Die Anteile dieser
Stadien an der Gesamtlebensdauer sind in Abb. 1.1 eingetragen (nach GUDE-
HUS und ZENNER, 1999, S. 2.1; SANDER, 2008, S. 2). Erfolgt die Bauteilausle-
gung gemäß dem Schadenstoleranzkonzept (engl. damage tolerant concept),
wonach Bauteilfehler infolge des Betriebseinsatzes zulässig sind und einer re-
gelmäßigen Kontrolle unterliegen, so werden die Vorhersagen der Lebensdauer
bis zum technischen Anriss und der Restlebensdauer i. Allg. getrennt mithilfe der
klassischen Betriebsfestigkeit bzw. der klassischen (Ermüdungs-)Bruchmechanik
durchgeführt (siehe SANDER, 2008, S. 2 f.).
Die Lebensdauerberechnungen der klassischen Konzepte basieren auf empi-
rischen Ansätzen. Stellvertretend dafür sei die Ermittlung der Lebensdauer auf
Grundlage von WÖHLER-Kurven bzw. von Rissfortschrittskurven, insbesondere
deren Reduktion auf den PARIS-Bereich, genannt. Eine Systematisierung der An-
sätze der klassischen Auslegungsmethoden bietet (SANDER, 2008). In diesem
Fachbuch werden auch Ansätze ganzheitlicher Methoden vorgestellt, »die die
Konzepte der Betriebsfestigkeit und der Bruchmechanik zusammenführen«.
Die Lebensdauervorhersage von Bauteilen kann auch anhand von numeri-
schen Berechnungen und schädigungsmechanischen Werkstoffmodellen erfol-
gen. Mit phänomenologischen Ansätzen wird dabei versucht, die mikromecha-
nischen Prozesse in homogenisierter Form abzubilden (KUNA, 2010, S. 329). Im
2 Die Definition des technischen Anrisses richtet sich u. a. nach der Prüfmethode, mit der
Risse detektiert werden (GUDEHUS und ZENNER, 1999, S. 1.2).
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Gegensatz zu den zuvor genannten klassischen Konzepten wird hier der Schä-
digungsprozess selbst – wenn auch nur in einer »verschmierten« Form – auf
einer mesoskopischen Längenskala aufgelöst. Die Vorhersagequalität bzgl. der
Lebensdauer ist höher, das Konzept unterliegt weniger prinzipiellen Einschrän-
kungen. Dennoch setzt der numerische Aufwand, den zeitlich fein aufgelöste Si-
mulationen (cycle-by-cycle) erfordern, enge Anwendungsgrenzen. Insbesondere
Rissfortschrittssimulationen sind nach wie vor sehr langwierig, benötigen stark
abgerüstete geometrische Modelle und sind nur im Bereich niederzyklischer Er-
müdung (engl. low cycle fatigue, LCF, Lastspielzahl N ≤ 1000) praktikabel.
1.2. Konzept des Kohäsivzonenmodells
Das Kohäsivzonenmodell stellt nach SCHWALBE, SCHEIDER und CORNEC (2013,
S. vii, 5) ein numerisches phänomenologisches Schädigungsmodell zur Bewer-
tung von Bauteilen mit oder ohne Fehlstellen dar. Es unterscheidet sich prin-
zipiell von Kontinuumsschädigungsmodellen wie dem GTN-Modell (GURSON,
1977; TVERGAARD, 1981; TVERGAARD und NEEDLEMAN, 1984) dadurch, dass
Form und Lage der Schädigungsprozesszonen infolge des Modellierungskon-
zepts Einschränkungen unterliegen und es das Deformationsverhalten der Werk-
stoffe nicht vollständig beschreibt. Als Grenzflächenschädigungsmodell3 lässt es
sich vielmehr mit beliebigen (Matrix-)Materialmodellen kombinieren.4
Das Kohäsivzonenkonzept umfasst zwei Modellierungsschritte:
1. die geometrische Modellierung der Kohäsivzone als Grenzflächen und
2. die Wahl eines Ansatz für das Grenzflächenverhalten sowie die Formulie-
rung der konstitutiven Beziehungen (Separations- und Schädigungsgesetz
= Kohäsivgesetz).
Der erste Modellierungsschritt basiert auf der Annahme, dass die Orte potenzi-
eller Materialschädigung bzw. potenzielle Risspfade als bekannt vorausgesetzt
werden.5 Diese Gebiete werden als Kohäsivzonen modelliert. Für eine anschau-
liche Vorstellung dieses Modellierungsschrittes stelle man sich vor, dass die
betrachtete Struktur an den genannten Gebieten freigeschnitten wird und die
Schnittufer anschließend wieder durch nichtlineare Federn verbunden werden.
Eine Kohäsivzone weist selbst weder Trägheitseigenschaften noch ein Volumen
in der Ausgangskonfiguration auf. Bezug nehmend auf die Analogie des Feder-
modells bedeutet dies, dass Masse und Ausgangslänge der virtuellen Federn
von verschwindender Größe sind. Für die von der Kohäsivzone übertragenen
3 Dem Autor ist keine Anwendung des Kohäsivzonenmodells außerhalb der Schädigungs-
mechanik bekannt. Die Anwendung zur Modellierung schädigungsfreien Grenzflächenver-
haltens, z. B. von elastischen Klebeverbindungen oder Fugen, ist denkbar.
4 Diese Materialmodelle der Matrixmaterialien können selbst auch eine Kontinuumsschädi-
gung beinhalten, wodurch mehrere Schädigungsmechanismen beschrieben werden kön-
nen (z. B. HÜTTER, 2013).
5 Diese Kenntnis kann u. a. auf experimentellen Beobachtungen, numerischen Analysen,
geometrischen Vorgaben (Lage von Grenzflächen) oder Erfahrungswerten beruhen.
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Schnitt- bzw. Kohäsivspannungen wird ein Kohäsivgesetz formuliert (Analogie:
Federgesetz), das die Kohäsivspannungen in Abhängigkeit von der Öffnung der
Kohäsivzone und inneren Variablen beschreibt. Die Öffnung der Kohäsivzone
entspricht der Verschiebungsdifferenz zwischen den Ufern der Kohäsivzone. Sie
wird auch als »Separation« bezeichnet, die Kohäsivgesetze entsprechend als »Se-
parationsgesetze«. Die Orientierung des Kohäsivspannungsvektors relativ zu der
des Separationsvektors ist Gegenstand des zweiten Modellierungsschrittes. Ob-
wohl in der Literatur eine Vielzahl unterschiedlicher Ansätze dokumentiert ist,
wird aus Gleichgewichtsgründen nach VOSSEN u. a. (2013) die Kollinearität von
Kohäsivspannungs- und Separationsvektor empfohlen.
Bei der Formulierung der konkreten Kohäsivspannungs-Separations-Bezie-
hungen bzw. der Separationsgesetze können mithilfe innerer Zustandsgrößen
(Schädigungsvariablen) Schädigungsmodelle implementiert werden. Die Schä-
digungsprozesszone, d. h. das Gebiet, in dem die mikromechanischen Schädi-
gungsmechanismen stattfinden, wird damit im Konzept des Kohäsivzonenmo-
dells auf einen unendlich schmalen Bereich konzentriert. Die lokale Auflösung
des jeweiligen irreversiblen Werkstoffverhaltens ist nur entlang der Kohäsivzone
möglich. Durch den hier beschriebenen Schädigungsprozess wird mit zuneh-
mendem Schädigungsgrad die lokale Festigkeit, d. h. die maximal übertragbare
Spannung, reduziert. Der Ausfall eines Materialpunktes und die damit verbun-
dene örtlich begrenzte Trennung der Kohäsivzonenufer treten ein, wenn keine
Spannung mehr übertragen werden kann.
Das Kohäsivzonenmodell wurde ursprünglich zur Beschreibung der Schädi-
gungsprozesse vor einer Rissspitze entwickelt (siehe Abschnitt 1.3). Eine ent-
sprechende Rissspitzenumgebung ist in Abb. 1.2 dargestellt. Diese Skizze illus-
triert die soeben aufgeführten Charakteristiken des Kohäsivzonenkonzepts. Un-
terstellt man eine reine Modus-I-Beanspruchung (Öffnungsmodus), so wird, un-
ter Annahme isotropen Materialverhaltens, eine Rissausbreitung entlang des Li-
gaments, d. h. in positive x-Richtung, erwartet. Infolgedessen muss auch nur die-
ser Bereich als Kohäsivzone ausgeführt werden (siehe Abb. 1.3). Die linear-elas-
tische Bruchmechanik sagt für eine solche Rissspitzenbeanspruchung einen un-
realistischen singulären Spannungsverlauf voraus. Demgegenüber weist der in
Abb. 1.2 dargestellte Kohäsivspannungsverlauf tn(x) innerhalb der Kohäsivzo-
ne ein ausgeprägtes endliches Spannungsmaximum auf. Dieser Wert entspricht
der Kohäsivfestigkeit t0. Der Punkt im Ligament, an dem die Kohäsivfestigkeit er-
reicht wird, wird in der Literatur als »fiktive Rissspitze« (YANG und RAVI-CHANDAR,
1998) oder »kohäsive Rissspitze« (BOUVARD u. a., 2009) bezeichnet. Hier initiiert
die Schädigung. Der Bereich zwischen fiktiver und physikalischer Rissspitze bei
x = 0 (Ort der Materialtrennung) wird als »aktive Kohäsivzone« (SIEGMUND,
2004) oder »Schädigungsprozesszone« bezeichnet. Ihr Ausmaß sowie der Ver-
lauf des Spannungsabfalls hängen von der Formulierung des Kohäsivgesetzes
ab. Neben der Kohäsivspannung tn(x) ist in Abb. 1.2 auch der Verlauf der
Separation sn(x) dargestellt. Die zur Kohäsivfestigkeit korrespondierende Sepa-
ration s0 wird im Rahmen dieser Arbeit als »Kohäsivlänge« bezeichnet. Eine wei-
tere charakteristische Länge des Kohäsivzonenmodells ist die Separation an der








Abb. 1.2.: Skizze einer Rissspitzenumgebung
mit Kohäsivzone, Verlauf der Kohäsivspan-
nung tn(x) und der Separation sn(x) vor
der Rissspitze mit der Kohäsivfestigkeit t0 und
der Kohäsivlänge s0
Abb. 1.3.: Symbolische Darstellung der Kohä-
sivzone aus Abb. 1.2 (Federmodell)
physikalischen Rissspitze, die in der Literatur auch unter dem Begriff »kritische
Separation« bekannt ist.
Anschauliche Interpretationen des Separations- und Schädigungsverhaltens
in der Prozesszone bieten die Versagensphänomene einer Vielzahl unterschiedli-
cher Werkstoffklassen, wodurch die Nutzung des Kohäsivzonenmodells in einem
breiten Anwendungsspektrum motiviert wird. Von KUNA (2010, S. 322) wird in
diesem Zusammenhang u. a. das Werkstoffverhalten von Keramiken und Beto-
nen (Materialbrücken), duktilen Metallen (duktiler Wabenbruch infolge Bildung,
Wachstum und Vereinigung von Mikroporen) sowie faserverstärkten Verbund-
werkstoffen (Faserauszug) angeführt. Detaillierte Beschreibungen der jeweiligen
werkstoffmechanischen Prozesse sind in der entsprechenden Fachliteratur verfüg-
bar. Es sei noch einmal hervorgehoben, dass die Mikromechanik bzw. die Physik
der Dissipation von dem phänomenologischen Ansatz des Kohäsivzonenmodells
nicht aufgelöst werden kann (CORNEC, SCHEIDER und SCHWALBE, 2003; LUCAS,
BLACK und JONES, 2007). Stattdessen erfolgt eine kontinuierliche (verschmierte)
Beschreibung des Materialversagens auf einer größeren Längenskala. Da das
Kohäsivzonenmodell intaktes Materialverhalten, Schädigungsinitiierung, -akku-
mulation und Versagen in Form eines lokalen Materialgesetzes beschreibt, ist
es unabhängig von existierenden Rissen für Strukturen unter beliebiger Last an-
wendbar. Ein zusätzliches explizites Bruch- oder Ausfallkriterium muss nicht de-
finiert werden (YANG, MALL und RAVI-CHANDAR, 2001). Die beim Rissfortschritt
dissipierte Bruchenergie ist zudem implizit im Schädigungsmodell enthalten, wo-
durch die Energiebilanz möglicher Rissausbreitungsprozesse erfüllt ist.
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1.3. Zyklische Kohäsivzonenmodelle – Stand der
Forschung
Die folgenden Ausführungen bieten einen kurzen Überblick über die Entste-
hungsgeschichte der »zyklischen Kohäsivzonenmodelle«. In der Literatur ist die-
ser Thematik mit (LIU, LI und WU, 2013) bislang nur ein Übersichtsartikel ge-
widmet. Aufgrund der Aktualität dieser Veröffentlichung6 soll auf einige Aspekte,
die von LIU, LI und WU (2013) ausführlich beschrieben sind, hier nicht näher
eingegangen werden. Im Einzelnen betrifft dies die Themengebiete
● Literaturüberblick der »monotonen Kohäsivgesetze« und deren Anwendung
auf verschiedene Werkstoffklassen,
● Stand der Forschung bzgl. der Identifikation der Kohäsivzonenmodellpara-
meter (auch: »Kohäsivparameter«),
● mixed-mode-Formulierungen7 und
● Anwendung der existierenden zyklischen Kohäsivzonenmodelle.
Stattdessen soll im Folgenden die Funktionalität der Kohäsivzonenmodelle im
Mittelpunkt der Betrachtung stehen. Besonderes Augenmerk wird dabei auf die
Formulierungen von Kohäsivzonenpotenzialen sowie der Schädigungsentwick-
lungsgleichungen gelegt. Auf nicht-konstitutive Modelle bzw. Modellerweiterun-
gen wird kurz eingegangen.
Bezüglich der Implementierung von Kohäsivzonenmodellen im Rahmen der
Methode der finiten Elemente (FEM) sei auf die Arbeit von ORTIZ und PANDOLFI
(1999) verwiesen.
1.3.1. Geschichte der zyklischen Kohäsivzonenmodelle
Das erste Kohäsivzonenmodell
Die Entwicklung von Kohäsivzonenmodellen im aktuellen Verständnis begann in
den 1970er Jahren. Ausgehend von den Modellen von DUGDALE (1960) und
BARENBLATT (1962), die nach BROCKS, CORNEC und SCHEIDER (2003) zu den
Fließstreifenmodellen zu zählen sind und in der elastisch-plastischen Bruchme-
chanik verortet sind, formulierten HILLERBORG, MODÉER und PETERSSON (1976)
in ihrem Rissmodell erstmalig die Spannung vor der Rissspitze (unter Modus-I-
Beanspruchung) als Funktion der Rissöffnung.8 Der Bereich vor der Rissspitze, in
dem die Spannungen mit zunehmender Rissöffnung sinken, wird in dem Modell
6 Der Übersichtsartikel erschien in der Spätphase des Erstellungszeitraums der vorliegenden
Arbeit.
7 Verschiedenemixed-mode-Formulierungen von potenzial- und nicht-potenzialbasierten Ko-
häsivzonenmodellen werden von MCGARRY u. a. (2014) diskutiert.
8 Die frühen Arbeiten von DUGDALE (1960) und BARENBLATT (1962) wählten Formulierungen
in Abhängigkeit von dem Abstand zur Rissspitze.





























Abb. 1.4.: Vergleich verschiedener Ansätze monotoner Kohäsivspannungs-Separations-Kurven:
a) linear, b) bilinear, c) polynomial, d) exponentiell
als »microcracked zone« bezeichnet. Die zwischen den Mikrorissen verbliebenen
Materialbrücken ermöglichen die Übertragung von Kräften9. Zusammen mit der
Annahme, dass die Mikrorissbildung beim Erreichen der Zugfestigkeit einsetzt,
kann das Modell sowohl das Risswachstum als auch die Rissinitiierung beschrei-
ben. Es umfasst damit die bereits in Abschnitt 1.2 vorgestellten fundamentalen
Annahmen eines Kohäsivzonenmodells.
Kohäsivzonenmodelle werden seitdem zur numerischen Berechnung von Riss-
fortschritt u. a. mithilfe der Methode der finiten Elemente genutzt. Die rasante
Entwicklung der Rechentechnik in den letzten Jahrzehnten ermöglichte in zuneh-
mendem Maße die Formulierung komplexerer Kohäsivzonenmodelle und deren
Anwendung auf Bauteilebene sowie in Kombination mit inelastischen Material-
modellen.
Monotone Kohäsivzonenmodelle
Mit den ersten Kohäsivzonenmodellen wurden Rissfortschrittssimulationen unter
monotonen Belastungsbedingungen vorgenommen. Während das erste Kohäsiv-
zonenmodell von HILLERBORG, MODÉER und PETERSSON (1976) für Sprödbruch-
versagen genutzt wurde, gilt das Modell von NEEDLEMAN (1987) als das erste
Kohäsivzonenmodell, das auf duktiles Versagen angewandt wurde. Die als »mo-
noton« bezeichneten Kohäsivzonenmodelle bestehen nach XU und NEEDLEMAN
(1993) im Wesentlichen aus der Formulierung einer elastischen Kohäsivspan-
nungs-Separations-Beziehung, die auch als »Kohäsivgesetz« (engl. cohesive law)
bezeichnet wird. Oft werden diese Begriffe auch für den entsprechenden Pfad
im Spannungs-Separations-Diagramm verwendet (Kohäsivspannungs-Separati-
ons-Kurve). In Abhängigkeit vom jeweiligen Funktionsansatz wird z. B. von (bi-)
linearen, polynomialen oder exponentiellen Kohäsivgesetzen gesprochen (sie-
he Abb. 1.4). Für polynomiale und exponentielle Kohäsivgesetze wurden von
NEEDLEMAN (1987) bzw. NEEDLEMAN (1990); XU und NEEDLEMAN (1993) Poten-
zialformulierungen aufgestellt.
Die monotonen Kohäsivgesetze weisen drei Modellparameter auf: die Kohä-
sivfestigkeit t0 (Maximum der Kohäsivspannungs-Separations-Kurve), die Bruch-







Abb. 1.5.: Hysteresemodell von GYLLTOFT
(1984): Vergleich eines bilinearen monotonen
Lastpfades (gestrichelte Linie) mit einem zy-







Abb. 1.6.: Hysteresemodell von HORDIJK und
REINHARDT (1991): Linear abfallende mono-
tone Hüllkurve (gestrichelte Linie) und zykli-
scher Lastpfad (Volllinie); smax kennzeichnet
die maximale Separation zum Zeitpunkt der
Entlastung
energiedichte J0 (auch: Separationsarbeit, Fläche unter der Kurve) sowie eine
innere Länge s0, die hier als »Kohäsivlänge« bezeichnet wird und unterschied-
lich definiert sein kann. Sie sind durch die Form der Kohäsivspannungs-Sepa-
rations-Kurve, die als konstitutive Annahme in das Modell eingeht, miteinander
gekoppelt. Eine Zusammenfassung der in der Literatur verfügbaren monotonen
Kohäsivzonenmodelle ist in den Übersichtsartikeln von BROCKS, CORNEC und
SCHEIDER (2003) bzw. PARK und PAULINO (2011) oder bei SCHWALBE, SCHEIDER
und CORNEC (2013) zu finden.
Frühe Kohäsivzonenmodelle mit Entlastungs-Belastungshysteresen
Die ersten irreversiblen Kohäsivzonenmodelle wurden zur Simulation des Er-
müdungsrisswachstums quasi-spröder Materialien entwickelt. Sie zeichnen sich
durch ausgeprägte Entlastungs-Belastungshysteresen im Kohäsivspannungs-Se-
parations-Diagramm aus. Die von der Hysterese umschlossene Fläche repräsen-
tiert die während des Zyklus dissipierte Energiedichte. Vermutlich aufgrund der
Ähnlichkeit dieses Verhaltens zur Charakteristik technischer Federn, bei denen
Dissipation durch innere Reibung hervorgerufen wird, wurden diese Modelle von
NGUYEN u. a. (2001) als »Reibgesetze« (engl. frictional laws) bezeichnet. Auf die
spätere Entwicklung der zyklischen Kohäsivzonenmodelle übten diese »Hystere-
semodelle« keinen nennenswerten Einfluss aus. Nichtsdestotrotz seien die frühen
Modelle hier kurz vorgestellt, da sie Eigenschaften aufweisen, die zum Teil erst
viele Jahre später in die heute verwendeten zyklischen Kohäsivzonenmodelle im-
plementiert wurden.
Ausgangspunkt der Hysteresemodelle war das monotone Kohäsivzonenmo-
dell von HILLERBORG, MODÉER und PETERSSON (1976). GYLLTOFT (1984) kombi-
nierte einen trilinearen monotonen Belastungspfad mit polygonalen Hysteresen.
Der sukzessive Abbau der Kohäsivfestigkeit wird durch eine Skalierung der Kur-









Abb. 1.7.: Hysteresemodell von HORII, SHIN und PALLEWATTA (1990): Linear abfallende mono-
tone Hüllkurve (gestrichelte Linie) und zyklischer Lastpfad (Volllinie); Skalierung der Steifigkeit k
des (gedachten) Entlastungspfades (Strichpunktlinie) mit Schwächungsfaktor α = konst.
ve des monotonen Belastungspfades berücksichtigt. Die während eines Lastzy-
klus dissipierte Energiedichte entspricht dabei der Differenzfläche zwischen den
Kurven vor und nach der Skalierung (siehe Abb. 1.510). Durch diesen energe-
tisch motivierten Modellierungsansatz ist die Dissipationsdichte beim Versagen
unabhängig von der Belastungsgeschichte. Sie entspricht stets der (monotonen)
Bruchenergiedichte.
Nichtlineare kontinuierliche Ansätze für die Ent- und Belastungspfade wurden
von HORDIJK und REINHARDT (1991) formuliert. Ihr Verlauf wurde durch das
beobachtete Verhalten von Betonproben motiviert. Im Gegensatz zum Modell
von GYLLTOFT (1984) stellt der monotone Belastungspfad hier eine Hüllkurve
dar, die nach Entlastung und anschließender Wiederbelastung wieder verfolgt
werden kann (siehe Abb. 1.6). Sie wird im Folgenden als »monotone Hüllkurve«
bezeichnet (siehe BAŽANT und PLANAS, 1998, S. 434). Neben dieser bedeutsa-
men Modelleigenschaft wird auch schon in diesem Modell die maximal erreichte
Separation auf der monotonen Hüllkurve als Zustandsvariable zur Beschreibung
der Ent- und Wiederbelastungspfade genutzt. Dieser Zusammenhang ist essen-
tieller Bestandteil späterer zyklischer Kohäsivzonenmodelle, in denen die maxi-
male Separation als Schädigungsmaß interpretiert wird.
Eine Vereinfachung dieses Modells stellt das etwa zur selben Zeit entwickel-
te Kohäsivgesetz von HORII, SHIN und PALLEWATTA (1990); HORII (1991); HORII,
SHIN und PALLEWATTA (1992) dar. Die Entlastungspfade werden hier nicht explizit
formuliert. Vielmehr wird von linearen Belastungspfaden ausgegangen, die alle
durch den Ursprung des Kohäsivspannungs-Separations-Diagramms verlaufen.
Ihr Anstieg ergibt sich über einen konstanten Skalierungsfaktor (siehe Abb. 1.7).
Auch wenn nach BAŽANT und PLANAS (1998, S. 435) das Modell von HORII,
SHIN und PALLEWATTA (1990) im Vergleich zu dem von HORDIJK und REINHARDT
(1991) als stark vereinfacht zu bewerten ist, enthält es hinsichtlich der Möglich-
keiten, Ermüdungsprozesse zu simulieren, eine höhere Funktionalität als die zeit-
10 Abweichend von dem Originalmodell ist hier zum besseren Verständnis des energetischen
Modellansatzes ein bilinearer monotoner Belastungspfad dargestellt.
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gleich entwickelten monoton-irreversiblen Kohäsivzonenmodelle. Diese stellen
jedoch die Basis der heute genutzten zyklischen Kohäsivzonenmodelle dar und
werden darum im Folgenden näher vorgestellt.
Zusammenfassend kann für die Hysteresemodelle konstatiert werden, dass sie
erstmalig
● den sukzessiven Abbau der maximal übertragbaren Kohäsivspannung in-
folge eines Ermüdungsprozesses beschreiben,
● den monotonen Belastungspfad als Grenzkurve für zyklische Lastpfade und
● die maximal erreichte Position auf der monotonen Hüllkurve als Zustands-
variable interpretieren sowie
● Annahmen bzgl. des linearen oder nichtlinearen Entlastungsverhaltens mit
oder ohne remanente Separationen beinhalten.
Monoton-irreversible Kohäsivzonenmodelle
Ein Kohäsivzonenmodell, das den irreversiblen Charakter des entfestigenden Se-
parationsverhaltens berücksichtigt, wurde von TVERGAARD (1990) vorgestellt. Es
basiert auf dem monotonen Kohäsivzonenmodell von NEEDLEMAN (1987) mit
polynomialer Kohäsivspannungs-Separations-Kurve. TVERGAARD (1990) stellte
fest, dass das ursprüngliche Modell bei einem Lastrichtungswechsel (und Entlas-
tung entlang des vorherigen Belastungspfades) eine unrealistische Ausheilung
des geschädigten Materials vorhersagen würde (siehe Abb. 1.8). Um die Irre-
versibilität des Schädigungsprozesses abzubilden, wurde stattdessen ein »elas-
tisches«, d. h. lineares, Entlastungsverhalten eingeführt. Die Spannungs-Sepa-
rations-Pfade waren damit bei Be- und Entlastung nicht mehr identisch. Der
Einfachheit halber wurde angenommen, dass sich die Kohäsivspannungen bei
verschwindenden Separationen ebenfalls zu null ergeben, die Entlastungspfade
also auf den Ursprung des Spannungs-Separations-Diagramms gerichtet sind.
Ein entsprechender Kohäsivspannungs-Separations-Pfad ist in Abb. 1.9 darge-
stellt. Da die Kohäsivspannungs-Separations-Beziehungen dieses Modells und
der Klasse der »monoton-irreversiblen Kohäsivzonenmodelle« damit nicht mehr
eindeutig (als Funktion #„t ( #„s )) definiert, sondern von der Lastgeschichte abhän-
gig sind, ist es in der folgenden Diskussion erforderlich, zwischen den Formu-
lierungen der monotonen Hüllkurven und denen der Entlastungspfade zu unter-
scheiden.
Von NEEDLEMAN (1992) wurde die Abhängigkeit der Kohäsivfestigkeit von ei-
ner inneren (Schädigungs-)Variablen als eine weitere Beschreibungsform des
irreversiblen Separationsverhaltens eingeführt. Als Entwicklungsgleichung der in-
neren Variablen, die hier als chemische Konzentration interpretiert wird, wurde
ein linearer Ansatz gewählt.
Ein weiteres bedeutendes monoton-irreversibles Kohäsivzonenmodell wurde
von CAMACHO und ORTIZ (1996) formuliert. Es beinhaltet eine linear abfallende






Abb. 1.8.: Exponentielles monotones Kohä-
sivgesetz: Hüllkurve (gestrichelte Linie), Kohä-
sivspannungs-Separations-Pfad mit Lastrich-
tungswechsel bei smax und Entlastung ent-






Abb. 1.9.: Exponentielles monoton-irreversi-
bles Kohäsivgesetz: Hüllkurve (gestrichelte Li-
nie), Kohäsivspannungs-Separations-Pfad mit
Lastrichtungswechsel bei smax und linearem
Entlastungsverhalten (Volllinie)
Hüllkurve – dies impliziert eine unendliche Anfangssteifigkeit – und, vergleich-
bar mit TVERGAARD (1990), lineares Entlastungsverhalten zum Koordinatenur-
sprung. Dieses Modell wurde von DE-ANDRÉS, PÉREZ und ORTIZ (1999); OR-
TIZ und PANDOLFI (1999) für den allgemeinen 3D-Fall weiterentwickelt. Dazu
wurde ein thermodynamischer Modellierungsansatz für das Separationsgesetz
gewählt. Demnach ergeben sich die Kohäsivspannungs-Separations-Beziehun-
gen aus den partiellen Ableitungen der freien HELMHOLTZ-Energiedichte11 nach
den Separationskoordinaten. Die freie Energiedichte wird als Funktion des Se-
parationsvektors, bzw. der effektiven Separation (Skalar), der Temperatur und
innerer Variablen eingeführt. Mit der »effektiven Separation« wird ein Beanspru-
chungsparameter definiert, der sowohl die Separation in Normalen- als auch
in Tangentialrichtung berücksichtigt.12 Als innere Variable wird die maximal er-
reichte effektive Separation vorgeschlagen. Die Irreversibilität des Modells äu-
ßert sich im Unterschied von Be- und Entlastungsverhalten. Trotz dieses allge-
meinen Ansatzes wurde von DE-ANDRÉS, PÉREZ und ORTIZ (1999); ORTIZ und
PANDOLFI (1999) kein Kohäsivzonenpotenzial (bzw. keine freie Energiedichte)
formuliert, das sowohl die monotonen Belastungspfade entlang der Hüllkurve
als auch die potenziellen Entlastungspfade beschreibt. Stattdessen spiegelt das
vorgeschlagene exponentielle Kohäsivzonenpotenzial nur die Abhängigkeit vom
11 Die freie HELMHOLTZ-Energiedichte hat die Dimension Energie pro Fläche.
12 Die Verwendung eines dimensionslosen skalaren Separationsmaßes geht auf TVERGAARD
(1990) zurück. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit entspricht die (normierte) effektive Se-
paration dem mit s0 normierten Betrag des Separationsvektors. Abweichende Formulierun-
gen wie bei DE-ANDRÉS, PÉREZ und ORTIZ (1999); ORTIZ und PANDOLFI (1999) beinhalten
zusätzlich einen Wichtungsfaktor, mit dem der Einfluss der Tangentialseparation verstärkt
oder abgeschwächt werden kann. Eine Übersicht der in der Literatur verwendeten Sepa-
rationsmaße bieten PARK und PAULINO (2011). Der Begriff »effektive Separation« geht auf
CAMACHO und ORTIZ (1996) zurück (»effective opening displacement«). Die präzisere Be-
zeichnung »equivalent opening displacement« wird u. a. von VALOROSO und CHAMPANEY
(2006) eingeführt.
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Deformationsmaß, d. h. von der effektiven Separation, wider. Das sich formal er-
gebende Separationsgesetz kann damit nur die Zustände auf der exponentiellen
monotonen Hüllkurve beschreiben. Als eine weitere konstitutive Annahme wird
das lineare Entlastungsverhalten in Richtung des Koordinatenursprungs postu-
liert. Die Beschreibung des lokalen Schädigungszustands, der ja bereits durch
die maximale effektive Separation charakterisiert ist, erfolgt über einen skalaren
Schädigungsparameter D mit dem Wertebereich 0 ≤ D ≤ 1 (intakt: D = 0,
ausgefallen: D = 1). Zur Umrechnung zwischen beiden Schädigungsmaßen
wird ein energetischer Ansatz vorgeschlagen. Demnach ergibt sich die Schädi-
gung aus dem Quotienten aus den Werten des Kohäsivzonenpotenzials und der
Bruchenergiedichte. Letztere ist durch die Fläche unter der exponentiellen mono-
tonen Hüllkurve definiert.
Das monoton-irreversible Kohäsivzonenmodell von DE-ANDRÉS, PÉREZ und
ORTIZ (1999) wurde zusammen mit elastisch-plastischem Matrixmaterial ver-
wendet. In dieser Kombination kann für eine Struktur unter zyklischer Belastung
Ermüdungsrisswachstum simuliert werden. Die Ursache hierfür liegt in der plasti-
schen Deformation der Rissspitzenumgebung, die ein unvollständiges Schließen
der Kohäsivzone beim Entlasten bewirkt.13 In aufeinanderfolgenden Lastspie-
len erreichen die Belastungspfade deshalb auch bei Belastung mit konstanter
Lastamplitude wieder die Hüllkurve, sodass die Schädigung weiter anwachsen
kann. Dieser Effekt tritt in Kombination mit elastischem Matrixmaterial nicht auf.
Hier entstehen keine remanenten Dehnungen bzw. Separationen. Unter konstan-
ten Belastungsbedingungen sind die Be- und Entlastungspfade ab dem zweiten
Lastspiel identisch. Es kommt zu keiner weiteren Schadensakkumulation. In der
Literatur wird dieses Verhalten als »Einspielen« (engl. shakedown) bezeichnet (sie-
he NGUYEN u. a., 2001; SIEGMUND, 2004). Als Konsequenz davon musste für
die monoton-irreversiblen Kohäsivzonenmodelle konstatiert werden, dass die Si-
mulation von unterkritischem Ermüdungsrisswachstum nicht möglich ist (siehe
YANG, MALL und RAVI-CHANDAR, 2001). Der Rissstopp (engl. crack arrest) tritt
unvermeidlich ein.
Als Lösungsansatz für dieses Problem formulierten NGUYEN u. a. (2001) und
YANG, MALL und RAVI-CHANDAR (2001) die Notwendigkeit, die Modelle durch
Be- und Entlastungshysteresen zu erweitern. Aus den Be- und Entlastungspfaden
unterhalb der monotonen Hüllkurve ergäben sich damit Beiträge zur Dissipati-
on. Das Einspielen in einen dauerfesten elastischen Zustand würde durch einen
sukzessiven Abbau der Kohäsivfestigkeit bzw. der Kohäsivsteifigkeit verhindert.
Derartige Kohäsivzonenmodelle seien im Folgenden als »zyklische Kohäsivzo-
nenmodelle« (engl. cyclic cohesive zone models, CCZM) bezeichnet.
Zyklische Kohäsivzonenmodelle
Die ersten zyklischen Kohäsivzonenmodelle wurden fast zeitgleich von NGUYEN
u. a. (2001) und YANG, MALL und RAVI-CHANDAR (2001) veröffentlicht. In beiden
Modellen wurden Entwicklungsgleichungen für die jeweiligen inneren Variablen
13 LIU, LI und WU (2013) verwenden die Bezeichnung »partial unloading«.
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eingeführt. Die Entwicklung des Schädigungszustands konnte damit erstmalig
unabhängig vom entfestigenden Ast der monotonen Hüllkurve, der in (YANG,
MALL und RAVI-CHANDAR, 2001) als »Schädigungskurve« (engl. damage locus,
DL) bezeichnet wird, formuliert werden. Schädigungsentwicklung auf Be- und
Entlastungspfaden unterhalb der Hüllkurve und die Simulation von Ermüdungs-
vorgängen waren nun möglich.
In dem Modell von NGUYEN u. a. (2001) wurde die Belastungssteifigkeit selbst
als innere Zustandsvariable genutzt. Die Entwicklungsgleichung beschreibt die
Rate der Steifigkeit in Abhängigkeit von der Belastungsrichtung (Be- oder Entlas-
tung) sowie der aktuellen Steifigkeitswerte und der normierten Separationsrate.
Die entstehenden Belastungspfade werden durch die monotone Hüllkurve be-
grenzt. Trifft ein Belastungspfad die Hüllkurve, wird die Belastung entlang der
Hüllkurve fortgesetzt. Bezüglich des Entlastungsverhaltens wurde die Annahme
des linearen Entlastens ohne remanente Separation getroffen. Wie bereits er-
wähnt, ist der Ansatz zur Beschreibung der Schädigungsentwicklung unabhän-
gig von der Wahl der monotonen Hüllkurve. Während in der Originalpublikation
eine linear entfestigende Hüllkurve angenommen wurde, wurde dasselbe Schä-
digungsmodell von SEREBRINSKY und ORTIZ (2005) in Kombination mit einer
exponentiellen Hüllkurve angewandt. MAITI und GEUBELLE (2005) wählten eine
bilineare Hüllkurve.14
Auf Basis des monoton-irreversiblen Kohäsivzonenmodells von YANG und
RAVI-CHANDAR (1998) formulierten YANG, MALL und RAVI-CHANDAR (2001)
ebenfalls ein zyklisches Kohäsivzonenmodell. Als Schädigungsmaß wurde die
maximale effektive Separation gewählt. Mit dieser inneren Variablen wurden
polynomiale Ansätze für die Be- und Entlastungssteifigkeiten formuliert. Abwei-
chend zum vergleichbaren Kohäsivzonenmodell von NGUYEN u. a. (2001) ge-
stattet das Modell auch Schädigungsakkumulation während der Entlastungspha-
sen. In der allgemeinen Formulierung werden auch remanente Separationen be-
rücksichtigt, die, analog zur plastischen Dehnung, nach vollständiger Entlastung
(Kohäsivspannung gleich null) verbleiben. Für die vorgestellten Anwendungen
wurde allerdings lineares Entlastungsverhalten ohne remanente Separation an-
genommen. Neben der Wahl der Schädigungsvariablen besteht der große Un-
terschied zum zyklischen Kohäsivzonenmodell von NGUYEN u. a. (2001) darin,
dass hier eine 3D-Formulierung des Separationsgesetzes hergeleitet wurde, die
als Kraft-Verlängerungs-Beziehung einer nichtlinearen Feder interpretiert wurde
und sich damit auf eine skalare Gleichung reduzieren lässt. Der Modellansatz
von YANG, MALL und RAVI-CHANDAR (2001) ist damit auch bzgl. der Kohä-
sivspannungs-Separations-Beziehungen allgemeiner als der von NGUYEN u. a.
(2001).
Eines der bedeutendsten zyklischen Kohäsivzonenmodelle wurde erstmalig
14 Die Entwicklungsgleichung für die Belastungssteifigkeit im Modell von MAITI und GEUBELLE
(2005) wurde darüber hinaus durch einen Zusatzterm erweitert. Dieser Zusatzterm stellt
eine Potenzfunktion in Abhängigkeit von der Lastspielzahl seit der Schädigungsinitiierung
dar, wodurch das Modell in strenger Auslegung nicht mehr als »konstitutiv« bezeichnet
werden kann, da die Lastspielzahl ein Parameter der äußeren Lastgeschichte und kein
lokaler Beanspruchungsparameter ist.
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von ROE und SIEGMUND (2001) publiziert. Das hier als »ROE-SIEGMUND-Mo-
dell« bezeichnete Modell ist damit zeitgleich zu den zuvor vorgestellten zyklischen
Kohäsivzonenmodellen entwickelt worden. Die meisten Zitate beziehen sich al-
lerdings auf die späteren Veröffentlichungen (ROE und SIEGMUND, 2003) bzw.
(SIEGMUND, 2004). Es basiert auf dem exponentiellen monotonen Kohäsivzo-
nenmodell von NEEDLEMAN (1990), in dem die Kohäsivspannungs-Separations-
Beziehungen aus einem Kohäsivzonenpotenzial abgeleitet wurden. Um das Mo-
dell für die Anwendung auf zyklische Lastfälle nutzbar zu machen, wurden eta-
blierte Konzepte der Schädigungsmechanik angewandt. Zum einen wurde eine
Schädigungsvariable D als »effektive Mikrodefektflächendichte« eingeführt (sie-
he LEMAITRE, 1996, S. 12). Mit diesem Schädigungsmaß wurde in den Gleichun-
gen des monotonen Modells unter Nutzung des Konzepts der effektiven Span-
nung (siehe CHABOCHE, 1987) die Kohäsivfestigkeit t0 durch die momentane,
infolge der Schädigung reduzierte Festigkeit t0 [1−D] ersetzt. Darüber hinaus
wurde die vorgeschlagene Entwicklungsgleichung für die Schädigungsvariable
ebenfalls auf Basis bekannter Eigenschaften von Schädigungsentwicklungsglei-
chungen nach LEMAITRE (1996, S. 96–98) formuliert:15
● Der Schädigungsprozess wird als irreversibel angenommen (D˙ ≥ 0).
● Die Rate der Schädigung ist proportional zur Rate des Deformationsmaßes,
d. h. der effektiven Separation.16
● Schädigung initiiert, wenn ein Initiierungskriterium erfüllt ist. Dafür wird ein
kritisches Separationsmaß (Schwellenwert) eingeführt.
● Schädigung akkumuliert nur jenseits einer Dauerfestigkeitsgrenze. Ein ent-
sprechender Materialparameter wird vorgeschlagen.
Komplettiert wird das ROE-SIEGMUND-Modell durch einen Ansatz zur Beschrei-
bung des Entlastungsverhaltens. In den ursprünglichen Versionen wird lineares
Entlastungsverhalten mit remanenten Separationen angenommen. Spätere Mo-
delle verwenden dagegen lineares Entlastungsverhalten ohne remanente Sepa-
rationen, also zum Ursprung des Kohäsivspannungs-Separations-Diagramms
gerichtete Entlastungspfade (siehe WANG und SIEGMUND, 2005).
Das ROE-SIEGMUND-Modell muss, nach Auffassung des Autors, als die Refe-
renz für phänomenologisch-konstitutive zyklische Kohäsivzonenmodelle bewer-
tet werden. Viele später publizierte zyklische Kohäsivzonenmodelle stellen ledig-
lich Erweiterungen bzw. Modifikationen dieses Modells dar. Sie sollen an die-
ser Stelle kurz zusammengefasst werden. ABDUL-BAQI, SCHREURS und GEERS
(2005) nutzten das ROE-SIEGMUND-Modell für Ermüdungssimulationen von Lot-
verbindungen und modifizierten dazu die Schädigungsentwicklungsgleichung.
15 Zusätzlich zu dieser zyklischen Schädigungsentwicklung wird von ROE und SIEGMUND
(2003) noch ein monotones Schädigungsmaß ausgewertet und mit dem zyklischen zu einer
momentanen Schädigung vereint. Dieser Modellansatz hatte in späteren Veröffentlichun-
gen allerdings keine Bedeutung mehr.
16 Dies entspricht ratenunabhängigem Verhalten.
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Ein Wichtungsterm in Form eines Potenzansatzes wurde eingeführt. Von ROBIN-
SON u. a. (2005) wurde ein Exponentialansatz als Wichtungsterm vorgeschla-
gen, der sowohl den momentanen Schädigungszustand als auch die momen-
tane (effektive) Separation berücksichtigt. Dieser Ansatz betont den deformati-
onsgesteuerten Charakter des Schädigungsprozesses in der Kohäsivzone. Für
die Anwendung auf spröde Werkstoffe unterscheidet das Modell von XU und
YUAN (2009a) zwischen den beiden Schädigungsentwicklungsgleichungen für
Rissbildung und Rissfortschritt. Erstere beschreibt die »Inkubationszeit« der Schä-
digung, in der nach XU und YUAN (2009a) die Schädigungsrate proportional zur
Rate der effektiven Kohäsivspannung ist. Erst wenn die Schädigungsprozesszone
ausgebildet ist, setzt die separationsgesteuerte Schädigungsentwicklung gemäß
dem ROE-SIEGMUND-Modell ein. Der Schwellenwert zur Schädigungsinitiierung
ist in diesem Modell konsequenterweise als Dauerfestigkeit, also als spannungs-
wertiger Materialparameter, eingeführt. Die Simulationsergebnisse von WÖHLER-
Versuchen (zyklische spannungsgesteuerte Belastung mit konstanten Lastpara-
metern, einachsige homogene Spannungszustände) unter Nutzung des origi-
nalen ROE-SIEGMUND-Modells motivierte eine weitere Modifikation der Schädi-
gungsentwicklungsgleichung. Neben der Formulierung des Schwellenwertes für
Schädigungsinitiierung als Dauerfestigkeit schlugen XU und YUAN (2009c) er-
neut einen Potenzansatz für den Wichtungsterm vor. Mit der veränderten Entwick-
lungsgleichung gelang es, WÖHLER-Kurven für verschiedene Mittelspannungen
zu generieren, deren Darstellung im GOODMAN-Diagramm (Spannungsampli-
tude vs. Mittelspannung) lineare Kurven gleicher Lebensdauer ergab.
Den letzten Meilenstein in der Weiterentwicklung des ROE-SIEGMUND-Modells
und der zyklischen Kohäsivzonenmodellierung bildet das thermodynamisch mo-
tivierte Modell von BOUVARD u. a. (2009). Erstmalig wurde hier ein Kohäsiv-
zonenpotenzial formuliert, das sowohl den Separations- als auch den Schä-
digungszustand berücksichtigt.17 Mittels partieller Differenziation ergeben sich
lineare Kohäsivspannungs-Separations-Beziehungen, die für konstante Schädi-
gungswerte die jeweiligen Entlastungspfade beschreiben. Die Schädigungsent-
wicklungsgleichung wurde unter denselben thermodynamischen Gesichtspunk-
ten aufgestellt, die schon ROE und SIEGMUND (2003) nutzten. Als Triebkraft für
die Schädigungsentwicklung wurde die zur Schädigungsvariablen konjugierte
thermodynamische Kraft postuliert. Mit dieser Größe wurde sowohl der Schwel-
lenwert zur Schädigungsinitiierung als auch der Wichtungsterm (Maß für Grö-
ße des Schädigungsinkrements) beschrieben. In einer zusätzlichen Modellerwei-
terung wurde darüber hinaus ein Ansatz für Kriechschädigung vorgeschlagen.
Nach Meinung des Autors stellt das Kohäsivzonenmodell von BOUVARD u. a.
(2009) damit in der Reihe der hier vorgestellten phänomenologischen zyklischen
Kohäsivzonenmodelle das höchstentwickelte Modell für ein breites Anwendungs-
spektrum dar. In einer Weiterentwicklung dieses Modells von MORICONI, HÉNAFF
und HALM (2014) erfolgte auch die Formulierung der Schädigungsentwicklungs-
gleichungen auf Basis der »allgemeinen Prinzipien der Thermodynamik irrever-
17 Der entsprechende Ansatz für eine freie HELMHOLTZ-Energiedichte wurde bereits von DE-
ANDRÉS, PÉREZ und ORTIZ (1999) formuliert.
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sibler Prozesse« (siehe GERMAIN, NGUYEN und SUQUET, 1983). Dazu wurden
zusätzlich zum Kohäsivzonenpotenzial Fließfunktionen, Fließbedingungen und
ein konvexes Dissipationspotenzial eingeführt. Aus Letzterem wurden die Schä-
digungsentwicklungsgleichungen unter Nutzung der Normalenregel abgeleitet
(Hypothese der maximalen Dissipation). Dieser Algorithmus der Materialmodel-
lierung gewährleistet die thermodynamische Zulässigkeit des Modells.
Zwei Kohäsivzonenmodelleigenschaften, die weder von ROE und SIEGMUND
(2003) noch von BOUVARD u. a. (2009) berücksichtigt wurden, sind im mono-
ton-irreversiblen Kohäsivzonenmodell von GOYAL, JOHNSON und DAVILA (2004)
implementiert. Abweichend von allen vorangegangenen Modellen mit exponen-
tiellen Hüllkurven wird hier ein Ansatz mit Formparameter vorgeschlagen. Dieser
Parameter beschreibt nach GOYAL, JOHNSON und DAVILA (2004) die »Sprödig-
keit« des Werkstoffs und beeinflusst im Wesentlichen den Festigkeitsabfall ent-
lang der Schädigungskurve (entfestigender Ast der monotonen Hüllkurve) so-
wie die Bruchenergiedichte. Durch die Einführung eines Formparameters wird
die Flexibilität eines Kohäsivgesetzes wesentlich erhöht, da die Modellparameter
Kohäsivfestigkeit, Kohäsivlänge und Bruchenergiedichte voneinander entkoppelt
werden. Der zweite Unterschied zu den exponentiellen Referenzmodellen be-
trifft das Entlastungsverhalten. Mit Ausnahme des Modells von YANG, MALL und
RAVI-CHANDAR (2001) wurde in allen hier vorgestellten Modellen lineares Entlas-
tungsverhalten angenommen.18 Im Gegensatz dazu schlagen GOYAL, JOHNSON
und DAVILA (2004) einen nichtlinearen Ansatz vor. Dessen Vorteil besteht dar-
in, dass die Entlastungspfade im ungeschädigten Fall bzw. bei verschwindender
Schädigung identisch mit dem monoton steigenden Ast der Hüllkurve sind. Dies
ermöglicht die Modellierung eines glatten Übergangs vom intakten (ungeschä-
digten) zum geschädigten Materialverhalten. Die Erweiterung des Modells von
GOYAL, JOHNSON und DAVILA (2004) zu einem zyklischen Kohäsivzonenmodell
wurde von LUCAS, BLACK und JONES (2007) publiziert. Anhand eines beliebi-
gen zyklischen Lastfalls mit variabler Separationsamplitude wird hier das Kohä-
sivspannungs-Separations-Verhalten diskutiert. Dazu wird die Darstellung des
kompletten Lastpfades in einem effektiven Spannungs-Separations-Diagramm
genutzt (effektive Kohäsivspannung vs. effektive Separation). Unter der Bezeich-
nung »(normierte) effektive Kohäsivspannung« wird dabei, analog zur (normier-
ten) effektiven Separation, der mit der Kohäsivfestigkeit normierte Betrag des
Kohäsivspannungsvektors bezeichnet.19 Im effektiven Spannungs-Separations-
Diagramm können charakteristische Merkmale des zyklischen Separationsgeset-
zes visualisiert werden: der sukzessive Abbau der Kohäsivfestigkeit als maximal
18 Selbst für die von YANG, MALL und RAVI-CHANDAR (2001) durchgeführten Simulationen
wurde diese Annahme genutzt.
19 Die konkrete Definition der effektiven Kohäsivspannung richtet sich in vielen (potenzialba-
sierten) Modellen nach der Definition der effektiven Separation. Der Begriff »effektive Ko-
häsivspannung« geht auf CAMACHO und ORTIZ (1996) (»effective stress«) bzw. DE-ANDRÉS,
PÉREZ und ORTIZ (1999); ORTIZ und PANDOLFI (1999) (»effective traction«) zurück. In (VA-
LOROSO und CHAMPANEY, 2006) wird stattdessen die präzisere Bezeichnung »equivalent
traction« verwendet, wodurch fälschliche Interpretationen im Sinne des Konzepts der effekti-
ven Spannung im Kontext der Kontinuumsschädigungsmechanik (siehe CHABOCHE, 1987)
verhindert werden.
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übertragbare Spannung, die Reduktion der Steifigkeit mit zunehmender Schä-
digungsentwicklung sowie der Übergang des Belastungspfades auf die Schädi-
gungskurve.
In der Literatur existiert eine große Anzahl weiterer zyklischer Kohäsivzonen-
modelle, die an dieser Stelle nicht detailliert vorgestellt werden sollen. In vielen
Fällen handelt es sich um Modifikationen bzw. Erweiterungen der hier diskutier-
ten Modelle. Einige zyklische Kohäsivzonenmodelle, die als eigenständig bewer-
tet werden, sind im Folgenden stichpunktartig in chronologischer Reihenfolge
ihrer Veröffentlichung aufgezählt:
● (DESHPANDE, NEEDLEMAN und GIESSEN, 2002) – Anwendung diskreter Ver-
setzungsdynamik,
● (YANG, SHIM und SPEARING, 2004; KHORAMISHAD u. a., 2010) – Formu-
lierung von dehnungsbasierten Schädigungsentwicklungsgleichungen (Po-
tenzansätze),
● (URAL, KRISHNAN und PAPOULIA, 2009) – Schädigungsentwicklungsglei-
chung mit Ausheilung,
● (BEAUREPAIRE und SCHUËLLER, 2011) – Schädigungsentwicklungsgleichung
als Potenzansatz in Abhängigkeit von der Kohäsivspannung; Schwellenwert
als Dauerfestigkeit (Materialparameter),
● (SCHEIDER und MOSLER, 2011) – potenzialbasiertes zyklisches Kohäsivzo-
nenmodell; Analogie zu plastischen Materialmodellen,
● (SUN, MACIEJEWSKI und GHONEM, 2013) – Formulierung einer energieba-
sierten Schädigungsentwicklungsgleichung (Potenzansatz in Abhängigkeit
von der in der Kohäsivzone gespeicherten elastischen Energie20),
● (CAO und VORMWALD, 2013) – polynomiales zyklisches Kohäsivzonenmo-
dell; Berücksichtigung der Spannungsmehrachsigkeit des Matrixmaterials.
Zyklische Kohäsivzonenmodelle, deren Schädigungsentwicklungsgleichungen
in der Form »Schädigungsrate pro Lastspiel« aufgestellt wurden bzw. äußere Last-
parameter, wie z. B. das Lastverhältnis (Quotient aus Minimal- zu Maximallast),
explizit in der Schädigungsentwicklungsgleichung enthalten, werden als nicht-
konstitutiv bewertet. Vertreter dieser Modellklasse sind die Modelle von MAITI
und GEUBELLE (2005); MUÑOZ, GALVANETTO und ROBINSON (2006); YAMAGU-
CHI, OKABE und YASHIRO (2009); PIRONDI und MORONI (2010); HARPER und
HALLETT (2010); GONG, PAGGI und CARPINTERI (2012); LI und YUAN (2013).
20 Die hier formulierte Energiedichte entspricht dem Kohäsivzonenpotenzial des Modells von
BOUVARD u. a. (2009).
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1.3.2. Bewertung der zyklischen Kohäsivzonenmodelle
Die Analyse der in der Literatur verfügbaren zyklischen Kohäsivzonenmodelle
zeigt, dass sich noch kein Modell endgültig in Form einer geschlossenen Theorie
durchgesetzt hat. Die konstitutiven Modellansätze sind allerdings die einzigen,
die als Materialroutinen in einer FE-Softwareumgebung für eine allgemeine An-
wendung implementierbar wären. Die konstitutiven Referenzmodelle von ROE
und SIEGMUND (2003) und BOUVARD u. a. (2009) sind zwar etabliert, werden
aber nach wie vor erweitert und modifiziert. Der phänomenologische Charakter
der Kohäsivzonenmodellierung zeigt sich an der Vielfalt der publizierten Schädi-
gungsentwicklungsgleichungen. Die Beliebigkeit der Materialmodellierung wird
jedoch durch thermodynamische Zwangsbedingungen eingeschränkt. Aus die-
sem Grunde sollte, wie auch bei der Modellierung plastischer oder viskoplasti-
scher Materialmodelle, ein thermodynamisch motivierter, potenzialbasierter Mo-
dellierungsansatz gewählt werden.21 Die zentrale Rolle spielt dabei das Kohäsiv-
zonenpotenzial, aus dem sich die Kohäsivspannungs-Separations-Beziehungen
ableiten lassen. Eine konsistente Formulierung muss dabei sowohl den Belas-
tungspfad unter monotoner Belastung (monotone Hüllkurve) als auch die Entlas-
tungspfade für beliebige Schädigungszustände beschreiben. Geringe Änderun-
gen des Schädigungszustands sollten darüber hinaus auch geringe Änderungen
der Entlastungspfade nach sich ziehen. Dazu stelle man sich den Zeitpunkt der
Schädigungsinitiierung vor und prüfe die Änderung des Entlastungsverhaltens in-
folge eines infinitesimalen Schädigungsinkrements. Von den exponentiellen Ko-
häsivzonenmodellen genügt diesen Anforderungen bislang nur das von GOYAL,
JOHNSON und DAVILA (2004) bzw. LUCAS, BLACK und JONES (2007). Das ROE-
SIEGMUND-Modell sagt für diesen Wechsel vom ungeschädigten zum geschädig-
ten Zustand einen unphysikalischen Dissipationssprung voraus (dargestellt z. B.
in ROE und SIEGMUND, 2003; JIANG, GAO und SRIVATSAN, 2009; XU und YUAN,
2009b). Das Modell von BOUVARD u. a. (2009) erfüllt die Bedingungen nur unter
den Voraussetzungen einer bilinearen Hüllkurve sowie linearer Entlastungspfa-
de. Ein entsprechend reduziertes Modell wurde von GHOVANLOU, JAHED und
KHAJEPOUR (2014) angewandt.
Ein weiterer wichtiger Aspekt betrifft die Formulierung von Schädigungsent-
wicklungsgleichungen, insbesondere die Implementierung der Schädigungsini-
tiierung. Für die Schädigungsmodellierung existieren verschiedene Ansätze. In
einigen Modellen wird zwischen monotoner Schädigung und Ermüdungsschädi-
gung unterschieden, dementsprechend werden zwei Schädigungsvariablen ein-
geführt sowie zwei Entwicklungsgleichungen formuliert (z. B. ROE und SIEGMUND,
2003; ROBINSON u. a., 2005; MORICONI, HÉNAFF und HALM, 2014; LI, YUAN
und LI, 2015). Die wirksame Schädigung ist entweder das Maximum beider
Werte oder deren Summe. Wird dagegen unterstellt, dass die Werkstoffschädi-
gung, sei es unter monotoner oder wechselnder Last, auf einem einzigen Schä-
digungsmechanismus beruht, ist die Beschreibung des Schädigungsprozesses
21 Für monoton-irreversible Kohäsivzonenmodelle sind in der Literatur einige thermodyna-
misch motivierte Ansätze verfügbar (z. B. VALOROSO und CHAMPANEY, 2006; LEUSCHNER
u. a., 2015).
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mit nur einer Schädigungsvariablen gerechtfertigt und schlüssig. Ein konsisten-
tes zyklisches Schädigungsmodell beschreibt unter diesen Bedingungen auch
den Grenzfall der monotonen (Erst-)Belastung. Im Folgenden werden die Ermü-
dungsschädigungsmodelle von ROE und SIEGMUND (2003); SIEGMUND (2004);
WANG und SIEGMUND (2005); ABDUL-BAQI, SCHREURS und GEERS (2005); BOU-
VARD u. a. (2009); XU und YUAN (2009a); XU und YUAN (2009c); LI und YUAN
(2013) betrachtet. Ihre Schädigungsentwicklungsgleichungen basieren auf dem
Ansatz des ROE-SIEGMUND-Modells. Im Allgemeinen lassen sie sich auf den mul-
tiplikativen Ansatz
D˙ = Rate ·Wichtungsterm ·Dauerfestigkeitsterm · Initiierungsterm (1.1)
reduzieren. Er erhält die vier Bestandteile
● Rate der (normierten) effektiven Separation λ˙ bzw. der (normierten) effekti-
ven Kohäsivspannung τ˙ ,










● Initiierungsterm (z. B. Initiierungsterm = H(λ− λth)).
Ausgehend vom ungeschädigten Ausgangszustand, setzt die Schädigungsent-
wicklung beim Erfüllen von Initiierungskriterien ein. Das erste – und offensichtli-
che – Kriterium für Schädigungsinitiierung ist in den Schädigungsentwicklungs-
gleichungen in Form eines Sprungfunktionsterms enthalten (Initiierungsterm).
Demnach initiiert die Schädigung, wenn eine (akkumulierte) kritische Separa-
tion bzw. eine (äquivalente) Kohäsivspannung erreicht wird. Nach XU und YUAN
(2009a) kann damit die »Inkubationszeit« des Schädigungsprozesses modelliert
werden. Das zweite Kriterium ergibt sich aus der Forderung nach einer positiven
Schädigungsrate (D˙ ≥ 0) und dem Dauerfestigkeitsterm [τ/[1−D]− τ e0 ]n. Da-
bei sei mit τ e0 ein Dauerfestigkeitsparameter bezeichnet. Der Exponent n ist nur
in dem Modell von BOUVARD u. a. (2009) ein unabhängiger Parameter. Für an-
dere zyklische Kohäsivzonenmodelle, deren Schädigungsentwicklungsgleichun-
gen der hier diskutierten Struktur entsprechen, gilt n = 1 (siehe ROE und SIEG-
MUND, 2003; ABDUL-BAQI, SCHREURS und GEERS, 2005; XU und YUAN, 2009a).
Der Dauerfestigkeitsterm übt zwei Funktionen aus. Zum einen bestimmt er zu-
sammen mit dem Wichtungsterm – falls dieser vorhanden ist – den Betrag der
Schädigungsrate. Andererseits muss der Term einen positiven Wert aufweisen,
um der Forderung D˙ ≥ 0 zu genügen. Damit ist im Dauerfestigkeitsterm ein
Ansatz für eine schädigungsabhängige Dauerfestigkeit impliziert. Mit anderen
Worten setzt die Schädigungsentwicklung erst ein, wenn die normierte Kohä-
sivspannung den Wert der zustandsabhängigen Dauerfestigkeit τ e = τ e0 [1−D]
übersteigt bzw. das Kriterium
τ ≥ τ e = τ e0 [1−D] (1.2)
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erfüllt. Demnach sinkt mit zunehmender Schädigung die zustandsabhängige
Dauerfestigkeit τ e(D). Diese Zusammenhänge wurden bislang in keiner der
zitierten Publikationen diskutiert. Die Schädigungsentwicklungsgleichungen wur-
den vielmehr ohne explizite Motivation der einzelnen Terme vorgeschlagen. Le-
diglich die damit erzeugten Berechnungsergebnisse wurden analysiert bzw. be-
wertet.22 Eine diesbezügliche Systematik zur Formulierung von Schädigungsent-
wicklungsgleichungen ist dem Autor nicht bekannt. In dem Modell von BEAU-
REPAIRE und SCHUËLLER (2011) ist die Dauerfestigkeit unabhängig vom Schädi-
gungszustand als fester Parameter eingeführt. Eine in Separationsgrößen auf-
gestellte vergleichbare Formulierung enthält das Modell von ROBINSON u. a.
(2005).
1.3.3. Numerische Untersuchungen zum
Ermüdungsrisswachstum
Die zyklischen Kohäsivzonenmodelle wurden vielfach hinsichtlich ihrer Fähig-
keit, Ermüdungsrisswachstum vorherzusagen, untersucht. Ziel dieser Studien war
es, Rissfortschrittskurven numerisch zu generieren. Dazu wurden sowohl Mo-
delle von Bruchmechanikproben (z. B. NGUYEN u. a., 2001; YANG, MALL und
RAVI-CHANDAR, 2001; ROE und SIEGMUND, 2003; MAITI und GEUBELLE, 2005;
ROBINSON u. a., 2005; BOUVARD u. a., 2009; GONG, PAGGI und CARPINTERI,
2012; LI und YUAN, 2013; CAO und VORMWALD, 2013) als auch ebene Rissspit-
zenmodelle mit K-gesteuerten Randbedingungen (boundary-layer model) ana-
lysiert (z. B. WANG und SIEGMUND, 2005; XU und YUAN, 2009c; XU und YUAN,
2009b). Die Untersuchungen konzentrierten sich zumeist auf den linearen PARIS-
Bereich der Rissfortschrittskurven (Bereich II). Nur wenige Studien thematisieren
das schwellenwertnahe Ermüdungsrisswachstumsverhalten (Bereich I, z. B. MAITI
und GEUBELLE, 2005; MAITI, 2009). Der Einfluss der Kohäsivparameter auf die
Rissfortschrittskurve wurde untersucht. Von besonderem Interesse sind dabei die
Parameter, die in den Schädigungsentwicklungsgleichungen eingeführt wurden,
da sie zum einen einer physikalischen Interpretation bedürfen und zum ande-
ren anhand zyklischer Versuche identifiziert werden müssen. Tatsächlich wurden
Korrelationen zwischen den PARIS-Parametern der Rissfortschrittskurven und den
zyklischen Kohäsivparametern gefunden (siehe MAITI und GEUBELLE, 2005; RO-
BINSON u. a., 2005; XU und YUAN, 2009c; LIU, XIANG und YUAN, 2009; GONG,
PAGGI und CARPINTERI, 2012; LI und YUAN, 2013). Obwohl der schwellenwert-
nahe Bereich in kaum einer der Studien fein aufgelöst wurde, konnte auch ein
qualitativer Zusammenhang zwischen Schwellenwert und dem Parameter der
Dauerfestigkeitsgrenze festgestellt werden (siehe ROE und SIEGMUND, 2003; LIU,
XIANG und YUAN, 2009). Eine systematische Analyse der Wechselwirkungen zwi-
schen lokalem Schädigungsverhalten und globalem Rissfortschrittsverhalten ist
22 Vergleiche dazu die Schädigungsentwicklungsgleichungen der zyklischen Kohäsivzonen-
modelle von XU und YUAN (2009a); XU und YUAN (2009c); LI und YUAN (2013). Hier
wurde zunächst in der Modifikation von XU und YUAN (2009c) die Bedeutung des Dauerfes-
tigkeitsterms bzgl. der Schädigungsinitiierung eliminiert. Erst im verallgemeinerten Modell
von LI und YUAN (2013) wurde die Dauerfestigkeit wieder berücksichtigt.
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dem Autor dieser Arbeit nicht bekannt. Inwieweit die Formulierung der Schädi-
gungsentwicklungsgleichungen gezielt auf die Eigenschaften der Rissfortschritts-
kurven abgestimmt wurden, ist in den zitierten Publikationen nicht dokumentiert.
1.3.4. Numerische Untersuchungen zur homogenen
Werkstoffermüdung
Zyklische Kohäsivzonenmodelle wurden auch zur Simulation von einachsigen
Ermüdungsversuchen (WÖHLER-Versuche) genutzt. Unter Annahme homogener
Beanspruchungszustände im Prüfquerschnitt der Zugproben lassen sich die nu-
merischen Modelle auf einen einzelnen Materialpunkt, dessen Schädigungsver-
halten repräsentativ für die gesamte Probe ist, reduzieren. Dadurch können
mit geringem numerischen Aufwand sehr hohe Lastspielzahlen simuliert werden.
Entsprechende WÖHLER-Kurven wurden von ROE und SIEGMUND (2003); SIEG-
MUND (2004); SEREBRINSKY und ORTIZ (2005); XU und YUAN (2009c); JHA und
BANERJEE (2012); CAO und VORMWALD (2013) mithilfe verschiedener konstituti-
ver zyklischer Kohäsivzonenmodelle generiert. Auch hier wurde der Einfluss der
(zyklischen) Kohäsivparameter auf den Verlauf der Kurven bzw. die berechneten
Lebensdauern analysiert.
Der Mittelspannungseinfluss wurde von ROE und SIEGMUND (2003); XU und
YUAN (2009c) untersucht. Die Darstellung der Berechnungsergebnisse von ROE
und SIEGMUND (2003) im GOODMAN-Diagramm (Spannungsamplitude vs. Mit-
telspannung) zeigte konkave Kurven gleicher Lebensdauer. Dies wurde von XU
(2009); XU und YUAN (2009c) als »irrational« und den experimentellen Beob-
achtungen widersprechend bewertet. Eine Anpassung der Schädigungsentwick-
lungsgleichung wurde vorgeschlagen, sodass das modifizierte Modell, gemäß
dem GOODMAN-Ansatz, lineare Kurven gleicher Lebensdauer vorhersagte.
Reihenfolgeeffekte bei Belastung mit variabler Amplitude werden durch zy-
klische Kohäsivzonenmodelle berücksichtigt. Entsprechende Berechnungsergeb-
nisse mit Blocklasten zweier verschiedener Amplituden wurden von ROE und
SIEGMUND (2003); JHA und BANERJEE (2012) veröffentlicht. Die Ergebnisse zei-
gen, dass nichtlineare Schadensakkumulation, die experimentell auch beobach-
tet wird, abgebildet werden kann.
Die Vorhersage der Lebensdauer bei zyklischer, phasengleicher kombinierter
Zug- und Schubbelastung wurde von ROE und SIEGMUND (2003) thematisiert.
1.4. Zielstellung der Arbeit
Bezüglich der Formulierung eines zyklischen Kohäsivzonenmodells ergibt sich
aus der im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Analyse der existierenden
Modelle ein konkretes Anforderungsprofil, das hier zusammengefasst werden
soll. Die Formulierung eines entsprechenden zyklischen Kohäsivzonenmodells
ist Gegenstand der ersten Kapitel in der vorliegenden Arbeit. Das zyklische Ko-
häsivzonenmodell soll auf Basis allgemeingültiger Prinzipien aufgestellt werden.
Hierzu müssen der Massenerhaltungssatz, die Bilanzgleichungen bzgl. Impuls
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und Drehimpuls sowie die Hauptsätze der Thermodynamik berücksichtigt wer-
den. Die daraus hervorgehenden Bedingungen bilden den Rahmen für eine
systematische Formulierung eines zyklischen Kohäsivgesetzes (Kapitel 3), da sie
den Spielraum der Materialmodellierung definieren bzw. einschränken. Das an-
gestrebte Ziel ist ein zyklisches Kohäsivzonenmodell, das alle wesentlichen Ei-
genschaften der existierenden Modelle vereint, die genannten Kritikpunkte an
ihnen jedoch überwindet. Es soll des Weiteren nach einer exponentiellen Formu-
lierung gesucht werden, um einen glatten Übergang vom intakten (ungeschädig-
ten) zum geschädigten Materialverhalten zu realisieren. Von einer exponentiellen
Beschreibung werden sehr gute numerische Eigenschaften erwartet. Nach GOY-
AL, JOHNSON und DAVILA (2004); LUCAS, BLACK und JONES (2007) reduzieren
glatte Tangentensteifigkeiten numerische Oszillationen während des iterativen
NEWTON-RAPHSON-Verfahrens.
Dieses optimierte zyklische Kohäsivzonenmodell soll auf das Vorhersagever-
mögen von Ermüdungsrisswachstumsprozessen untersucht werden (siehe Kapi-
tel 4). Dabei muss zunächst die Vorhersage von Rissfortschrittskurven in allen
drei Bereichen gezeigt werden. Von besonderem Interesse ist der Einfluss der
einzelnen Kohäsivparameter auf die Kennwerte der Rissfortschrittskurve (Schwel-
lenwert, PARIS-Parameter, statische Bruchzähigkeit). Diese Untersuchungen sind
an einem Rissmodell unter K-gesteuerter zyklischer Belastung geplant. Auch
die Anwendung auf homogene (Nenn-)Beanspruchungszustände ist beabsich-
tigt (siehe Kapitel 5). Dazu sollen idealisierte WÖHLER-Versuche simuliert und die
Ergebnisse wiederum auf Korrelationen mit den Kohäsivparametern geprüft wer-
den. Von diesen Analysen wird erwartet, dass die bereits in der Literatur an ande-
ren Modellen beobachteten Effekte reproduziert werden können. Abschließend
soll anhand des Modells einer modifizierten DCB-Probe das Ermüdungsverhal-
ten einer Struktur in Abhängigkeit von einer charakteristischen Länge analysiert
werden (»(Proben-)Größeneffekt«, siehe Kapitel 6). In Kapitel 7 wird ein Konzept
zur Parameteridentifikation vorgeschlagen. Es basiert auf den Ergebnissen der
numerischen Analysen der vorangegangenen Kapitel.
Alle Untersuchungen werden in Kombination mit einem linear-elastischen Ma-
trixmaterial durchgeführt. Dadurch werden Rissschließeffekte, die nicht durch
das Kohäsivzonenmodell induziert werden, ausgeschlossen. In jedem geometri-
schen Modell stellt die Kohäsivzone den einzigen Ort der Energiedissipation dar.
Die Lage der Kohäsivzone wird stets als bekannt vorausgesetzt.
In dem kommerziellen FE-Programm ABAQUS ist derzeit noch kein zyklisches
Kohäsivzonenmodell verfügbar. Aus diesem Grunde muss ein finites Kohäsiv-
zonenelement implementiert werden. Hierfür wird die UEL-Schnittstelle der FE-
Software ABAQUS23 genutzt. Die in Kapitel 2 vorgestellte Elementformulierung
berücksichtigt die o. g. Grundsätze der Kohäsivzonenmodellierung.
23 Für alle im Rahmen der vorliegenden Arbeit vorgenommenen FE-Berechnungen wurde die






Quellen: BELYTSCHKO u. a. (2014); HAHN (1985); ULBRICHT (1997)
Das Deformations- und Schädigungsverhalten von Körpern kann mithilfe der
Kontinuumsmechanik beschrieben werden. Der Körper wird dabei nach UL-
BRICHT (1997) als ein strukturloses Kontinuum betrachtet, welches aus einer zu-
sammenhängenden Menge materieller Punkte besteht.
2.1.1. Vereinbarungen zur Notation
Die in diesem Abschnitt eingeführten physikalischen Größen stellen Tensoren un-
terschiedlicher Stufen dar. Die Stufe eines Tensors bezeichnet dabei die Anzahl
der voneinander unabhängigen Richtungsbezüge. Die Notation von Tensoren
kann symbolisch oder in Indexschreibweise erfolgen. In Indexschreibweise wer-
den Tensoren durch eine Vektorbasis und ihre dazu passenden Tensorkoordina-













#„e i⊗ #„e j . (2.2)
In dieser Arbeit wird durchweg von einem fixen kartesischen Koordinatensystem
mit orthonormaler Vektorbasis #„e i ausgegangen. Jeder Index (z. B. i) repräsen-
tiert eine Richtung und kann die Werte i = {1, 2, 3} = {x1, x2, x3} = {x, y, z}
einnehmen. Das Symbol ⊗ kennzeichnet ein dyadisches Produkt. Der in (2.2)
eingeführte »CAUCHYsche« bzw. »wahre Spannungstensor« σ ist für gegebene
#„e i durch seine Koordinaten σij eindeutig beschrieben (Koordinatenschreibwei-
se).
Entsprechend der EINSTEINschen Summationskonvention wird über doppelt
vorkommende Indizes summiert. Die Anzahl der freien Indizes gibt die Tensor-
stufe einer Tensorgleichung an. Die symbolische CAUCHY-Formel
#„
t = σT · #„n (2.3)
24 2. Formulierung des Anfangsrandwertproblems und numerische Implementierung
lautet beispielsweise in Koordinatenschreibweise
ti = σ1i n1 + σ2i n2 + σ3i n3 =
3∑
j=1
σji nj = σji nj (2.4)
und beschreibt drei Gleichungen, da sie einen freien Index i enthält. Der letzte
Umformungsschritt in (2.4) veranschaulicht die EINSTEINsche Summationskon-
vention.
2.1.2. Kinematik
Jeder materielle Punkt eines Körpers wird durch seine Position im Ausgangszu-
stand (t = t0) charakterisiert und durch den Ortsvektor
#„
X bzw. die Koordinaten
Xj eindeutig gekennzeichnet (Ausgangs- bzw. Referenzkonfiguration). Die Be-
wegung des Körpers lässt sich damit über die Position aller materiellen Punkte






bzw. xi = xi(Xj , t) (2.5)
angeben (Momentankonfiguration). Der physikalische Zustand eines Körpers
wird über orts- und zeitabhängige Feldgrößen beschrieben. Um die Entwicklung
der Zustandsgrößen eines materiellen Punktes beschreiben zu können, werden
auch die entsprechenden Feldgrößen »als Funktion der KoordinatenXj des Aus-
gangszustands angesehen« (ULBRICHT, 1997). Diese Formulierung wird als »ma-
terielle« oder »LAGRANGEsche Betrachtungsweise« bezeichnet.
Betrachtet man einen materiellen Punkt im Ausgangs- und Momentanzustand,
also zu den Zeitpunkten t = t0 und t > 0, so ergibt sich der Verschiebungsvektor











− #„X . (2.6)
Der Deformationsgradient F stellt »eine Verbindung zwischen Ausgangs- und










Mit ihm können differenzielle Linienelemente beider Konfigurationen ineinander
überführt werden:
d #„x = F ·d #„X bzw. dxi = Fij dXj , (2.8)
d
#„
X = F−1 ·d #„x bzw. dXi = F−1ij dxj . (2.9)
Die Determinante (der Matrix) des Deformationsgradienten wird als »JACOBI-
Determinante« bezeichnet (BELYTSCHKO u. a., 2014, S. 84):
J = det(F ) . (2.10)
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Sie ermöglicht die Umrechnung von differenziellen Flächennormalenvektoren
und differenziellen Volumenelementen gemäß
d #„a = d #„x ①× d #„x ② = JF−T ·d #„A bzw. dai = JF−1ji dAj , (2.11)
#„n da = JF−T · #„N dA bzw. ni da = JF−1ji Nj dA , (2.12)
dv = d #„x ① ·
[
d #„x ②× d #„x ③
]
= J dV . (2.13)
Darüber hinaus besteht die Möglichkeit, den Geschwindigkeitsgradienten L




= F˙ ·F−1 . (2.14)
2.1.3. Kinetik
Neben diesen kinematischen Größen hängen auch die Spannungsmaße von der
gewählten Betrachtungsweise ab. Die bereits in (2.3) eingeführte CAUCHY-For-
mel resultiert aus der Kräftebilanz an einem freigeschnittenen Flächenelement





t da = σT · #„n da . (2.15)
Der Spannungsvektor
#„
t sowie der CAUCHYsche bzw. wahre Spannungstensorσ
beziehen sich auf ein Flächenelement da der Momentankonfiguration. Mit (2.12)
kann derselbe differenzielle Schnittkraftvektor d
#„
f auch auf ein Flächenelement
der Ausgangskonfiguration bezogen werden:
d
#„
f = σT · JF−T︸ ︷︷ ︸
PT
· #„N dA = PT · #„N dA = #„T dA . (2.16)
Der durch diese Beziehung eingeführte und i. Allg. unsymmetrische Tensor
P = JF−1 ·σ (2.17)
wird als »Erster PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor« bezeichnet.24 Er bezieht
den aktuellen Schnittkraftvektor (Momentankonfiguration) auf ein Flächenele-
ment der Ausgangskonfiguration. Mit
#„
T sei analog dazu der »Erste PIOLA-KIRCH-
HOFF-Spannungsvektor« eingeführt.
24 Abweichend davon wird P in der Literatur auch als »Nennspannungstensor« und PT als
Erster PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor eingeführt. Die jeweiligen Definitionen ergeben
sich aus (2.15) und (2.16) bzw. aus der entsprechenden Konvention zur Interpretation des
CAUCHYschen Spannungstensors (siehe TRUESDELL und TOUPIN, 1960, S. 543).
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2.1.4. Bilanzgleichungen für homogene Körper
Bilanzgleichungen bilden eine weitere Gruppe kontinuumsmechanischer Grund-
gleichungen. Sie beschreiben aus Erfahrung gewonnene Naturgesetze, die die
Bewegung und Deformation materieller Körper mit äußeren Ursachen verknüp-
fen (HAUPT, 2000, S. 75). Bilanzgleichungen gelten für ganze Körper und belie-
big kleine Teile von Körpern. Sie können in integraler oder in differenzieller Form
aufgestellt werden. Lokale Bilanzgleichungen (differenzielle Form) erfordern hin-
reichend glatte Bilanz(feld)größen. Eine spezielle Form der Bilanzgleichungen








Die in dieser Arbeit untersuchten Körper bestehen aus homogenen Teilkör-
pern, die voneinander durch Kohäsivzonen getrennt sind (siehe Abb. 2.1). Diese
Kohäsivzonen stellen damit Inhomogenitäten in den betrachteten Strukturen dar.
Aus diesem Grunde werden die Bilanzgleichungen für die homogenen Teilkörper
(Abb. 2.2) und die Kohäsivzone (Unterabschnitt 2.1.5) unabhängig voneinander
aufgestellt und in Unterabschnitt 2.1.6 Übergangsbedingungen formuliert.
Massenbilanz
Für die MasseM eines Körpers mit dem aktuellen Volumen v und der Dichte ρ
gilt in LAGRANGEscher Beschreibung






ρ0 dV = konst. (2.18)
Der Ausdruck ρ0 bezeichnet die Dichte in der Ausgangskonfiguration. Mit (2.13)
kann das erste Integral auch auf die Ausgangskonfiguration mit dem Volumen V
bezogen werden, woraus sich die globale und die lokale Form der Massenbilanz
ergeben: ∫
V
[ρJ − ρ0] dV = 0 , (2.19)
ρJ = ρ0 . (2.20)




















Abb. 2.2.: Homogener Teilkörper ⊖ mit
Volumenlast und Schnittspannungen an der
Grenzfläche zur Kohäsivzone25
Impulsbilanz
Der Impuls #„p eines Körpers mit dem aktuellen Volumen v und der Oberfläche




ρ #„v dv , (2.21)
wobei mit #„v der Geschwindigkeitsvektor bezeichnet sei. Die Impulsbilanz folgt
aus dem Zweiten NEWTONschen Gesetz und besagt, dass die materielle Zeit-
ableitung des Impulses gleich der Summe der auf den Körper einwirkenden














t da . (2.22)
25 Auf die Darstellung von Einzellasten und Lagerreaktionen nach Freischnitt wird verzichtet.
Einzelkräfte und -momente werden in den globalen Bilanzen berücksichtigt.
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Mit (2.3) und unter der Voraussetzung der Massenerhaltung ergibt sich daraus
die lokale Form der Impulsbilanz mit dem Beschleunigungsvektor #˙„v :
#„∇#„x ·σ + ρ #„b = ρ #˙„v bzw. ∂σji
∂xj
+ ρbi = ρv˙i . (2.23)
Diese Beziehung wird auch als »Erste CAUCHYsche Bewegungsgleichung« be-
zeichnet. Der Ausdruck
#„∇#„x ·σ stellt die Divergenz des Spannungstensors bzgl.
der Momentankonfiguration (Bezug auf #„x ) dar. Für quasistatische Prozesse kön-
nen die Trägheitskraftdichten ρ #˙„v vernachlässigt werden, wodurch (2.23) in die




d eines Körpers mit dem aktuellen Volumen v und der Oberflä-
che a ergibt sich in der Momentankonfiguration aus dem Integral des Kreuzpro-





#„x × ρ #„v dv . (2.24)
Die Drehimpulsbilanz besagt, dass die materielle Zeitableitung des Drehimpul-
ses gleich der Summe der auf den Körper einwirkenden Momente ist. Unter
der Annahme, dass in dem betrachteten Kontinuum keine Lasten in Form von
Momentendichten (Momente pro Flächen- oder Volumeneinheit) existieren, ent-





#„x × ρ #„b dv +
∫
a
#„x × #„t da . (2.25)
Die Auswertung von (2.25) führt unter Zuhilfenahme von (2.23) zur Symmetrie
des CAUCHYschen Spannungstensors:
σ = σT bzw. σij = σji . (2.26)
Energiebilanz (Erster Hauptsatz der Thermodynamik)
Die Energiebilanz eines thermomechanischen Prozesses in einem geschlossenen
System besagt, dass die Summe der Änderungen der inneren und kinetischen
Energie gleich der Summe aus der mechanischen Leistung der äußeren Kräfte
und der Wärmeleistung ist:
E˙ int + E˙kin = Pmech + Ptherm . (2.27)
Die Energiebilanz kann für jeden Körper und jedes Teil eines Körpers aufgestellt
werden. Da E int eine additive (extensive) Größe ist, können eine Dichtegröße
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t · #„v − #„q · #„n
]
da . (2.32)
Die Größen s und #„q repräsentieren die Wärmequelldichte (pro Masseneinheit)
sowie den Wärmestromvektor durch die Oberfläche (Momentankonfiguration).
Es gelte im Folgenden s = 0. Unter Gültigkeit der lokalen Massen-, Impuls-
und Drehimpulsbilanzen ergibt sich mithilfe des GAUSSschen Integralsatzes die
lokale Formulierung der Energiebilanz zu
ρ
˙˜E int = σ :L − #„∇#„x · #„q . (2.33)
Zusammen mit (2.13), (2.14) und (2.17) kann die lokale Energiebilanz auch mit










Der auf die Ausgangskonfiguration bezogene Wärmestromvektor
#„
Q wurde für
diese Darstellung analog zu (2.17) wie folgt definiert:
#„





#„∇#„x · #„q kennzeichnen überdies die Divergenzen der
Wärmestromvektoren bzgl. der Ausgangs- und Momentankonfiguration.
Entropiebilanz (Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik)
Die Entropie S ist eine weitere extensive thermodynamische Zustandsgröße und




ρS˜ dv . (2.36)
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Durch deren Bilanz kann der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik formuliert
werden. Für einen realen Prozess ohne Wärmequelldichte (s = 0) gilt∫
v
ρ

















wobei wiederum der GAUSSschen Integralsatz angewandt wurde, ϑ > 0 die
absolute Temperatur ist und mit dem Ausdruck
#„∇#„x ϑ der Temperaturgradient
bzgl. der Momentankonfiguration bezeichnet sei. Mit (2.33), der lokalen Ener-
giebilanz, kann in der aus (2.37) folgenden lokalen Form der Entropiebilanz die




#„∇#„x ϑ · #„q + ρ ˙˜E int − σ :L . (2.38)
Der theoretische Sonderfall eines reversiblen Prozesses wird durch die Gleichheit
in Ungleichung (2.38) ausgedrückt.
Wie die innere Energiedichte E˜ int, ist auch die Entropiedichte S˜ eine werkstoff-
abhängige Größe. Zur Modellierung der konstitutiven Gleichungen wird oft die
freie HELMHOLTZ-Energiedichte F˜ (Energie pro Masseneinheit) verwendet, die
über die Temperatur eine Verbindung zwischen diesen beiden Größen herstellt:
F˜ = E˜ int − ϑS˜ . (2.39)
Die lokale Form des Zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik (2.38) führt damit
zu der Beziehung
−ρ ˙˜F + σ :L ≥ ρϑ˙ S˜ + 1
ϑ
#„∇#„x ϑ · #„q , (2.40)
die als »CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung« zur Bewertung der thermodynamischen
Zulässigkeit eines thermomechanischen Materialmodells genutzt werden kann.
Für einen isothermen Prozess (ϑ˙ = 0) und ein konstantes, homogenes Tempera-
turfeld (
#„∇#„x ϑ = #„0 ) lässt sich (2.40) noch zu
−ρ ˙˜F +σ :L ≥ 0 (2.41)
vereinfachen.
2.1.5. Bilanzgleichungen für die Kohäsivzone
Die Kohäsivzone wurde als masseloses und im Ausgangszustand volumenloses
Gebiet eingeführt:
ρCZ = ρCZ0 = 0 . (2.42)
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Die aus der Massenbilanz resultierende Bedingung, dass sich die Teilkörper –
und damit auch die Ufer der Kohäsivzone – weder durchdringen noch überlap-
pen dürfen, wird im Folgenden als stets erfüllt vorausgesetzt.26
Die Steifigkeit der Kohäsivzone hängt von der Schädigungsverteilung inner-
halb der Kohäsivzone ab. Ausgefallene (voll geschädigte) Bereiche weisen keine
Steifigkeit auf, sie können keine Spannungen mehr übertragen. Die Steifigkei-
ten ungeschädigter Bereiche sowie der Schädigungsprozesszone werden durch
das Separationsgesetz definiert. Dieses beschreibt die Abhängigkeit der übertra-
genen Schnittspannungen (engl. tractions, im Folgenden auch als »Kohäsivspan-
nungen« bezeichnet) von dem Verschiebungssprung (»Separation«) zwischen den
beiden Ufern der Kohäsivzone und dem jeweiligen Schädigungszustand. Die Ko-
häsivzone weist demnach unter äußerer Belastung, die aus dem Verhalten des
angrenzenden Matrixmaterials hervorgeht, ein Volumen auf (siehe Abb.2.3). Die
beiden sich gegenüberliegenden Randflächen der Kohäsivzone werden mit den
Symbolen ⊕ und ⊖ gekennzeichnet. Die Gesamtfläche a in der Momentankon-
figuration ist die Summe aus den Teilflächen:
a = a⊕ + a⊖ . (2.43)
In der Ausgangskonfiguration, in der die Kohäsivzone kein Volumen aufspannt,
entspricht dies dem Doppelten der Ausgangsfläche A0:
A = A⊕ +A⊖ = 2A0 . (2.44)







N⊖ = − #„N⊕ . (2.45)
Damit ergibt sich für die Integration über die Randflächen der Kohäsivzone in
Momentan- und Ausgangskonfiguration∫
a
. . .da =
∫
a⊕
. . . da⊕ +
∫
a⊖
. . .da⊖ , (2.46)
∫
A
. . .dA =
∫
A⊕
. . .dA⊕ +
∫
A⊖
. . . dA⊖ . (2.47)




. . .dA0 zu beachten. Für die Auswertung des Separationsgesetzes ist
des Weiteren die Einführung einer Bezugsfläche a in der Momentankonfigurati-
on erforderlich. Als Fläche a kommen alle Flächen zwischen a⊖ und a⊕ im auf-
gespannten Volumen der deformierten Kohäsivzone in Frage (siehe Abb. 2.3).
Die genaue Lage der genutzten Fläche a wird noch spezifiziert. Die Integration
über diese Fläche ist mit
∫
a
. . .da gekennzeichnet.
26 Auf die numerische Realisierung der Bedingung, dass sich die Ufer der Kohäsivzone nicht
durchdringen bzw. überlappen, wird in Abschnitt 3.7 eingegangen.

















Abb. 2.3.: Freigeschnittene deformierte Ko-
häsivzone (Momentankonfiguration) mit diffe-
renziellen Schnittkraftvektoren und durch #„n















Abb. 2.4.: Differenzieller Ausschnitt einer de-
formierten Kohäsivzone
Impulsbilanz















































ableiten lässt. Dieser Ausdruck entspricht der statischen Kräftegleichgewichtsbe-
dingung.
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Drehimpulsbilanz
Analog dazu vereinfacht sich die globale Drehimpulsbilanz (2.25) für eine Ko-
häsivzone zu ∫
a
#„x × d #„f = #„0 , (2.51)
d. h., das resultierende Moment der Schnittkräfte entlang der beiden Ufer der
Kohäsivzone muss gleich null sein. Mit (2.6), (2.16), (2.47), (2.50) und dem
Separationsvektor
#„s = #„x⊕ − #„x⊖ = #„u⊕ − #„u⊖ (2.52)

















































#„s × #„T ⊕ dA0 (2.53)
die lokale Formulierung der Drehimpulsbilanz:
#„s × #„T⊕ = #„0 . (2.54)
Separations- und Kohäsivspannungsvektor müssen demzufolge dieselbe Orien-
tierung aufweisen, um sowohl die Kräfte- als auch die Momentengleichgewichts-





T ⊕ dA0 =
#„
t da (2.55)
kann diese Kollinearitätsforderung auch für einen Kohäsivspannungsvektor an
einer beliebigen Fläche a (siehe Abb. 2.3) formuliert werden, bzgl. deren Orien-
tierung das Kohäsivgesetz ausgewertet werden soll:
#„s × #„t = #„0 . (2.56)
Gleichung (2.56) entspricht damit den Ergebnissen einer Studie von VOSSEN u. a.
(2013), in der einige Separationsgesetze auf die Gewährleistung des Momenten-
gleichgewichts überprüft wurden.
34 2. Formulierung des Anfangsrandwertproblems und numerische Implementierung
Hauptsätze der Thermodynamik
Die Auswertung des Ersten Hauptsatzes der Thermodynamik gemäß (2.27) lie-
fert unter Nutzung von (2.42), (2.45) und (2.50) des Weiteren die Änderung der




















































Q · #„N⊕ dA0 . (2.57)




















kann mit ϑ⊕ = ϑ⊖ = ϑ und (2.57) wie folgt formuliert werden:27












#˙„s · #„t da
]
. (2.59)









27 Für den Temperatursprung des hier betrachteten (rein mechanischen) Kohäsivzonenmo-
dells gilt ∆ϑ = ϑ⊕ − ϑ⊖ = 0.
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ergibt sich die lokale Form
ϑ
˙˜SCZ ≥ ˙˜E intCZ − #˙„s · #„t . (2.62)
Analog zu (2.39) wird nun eine freie HELMHOLTZ-Energiedichte der Kohäsivzone
F˜CZ (Energie pro Flächeneinheit in Momentankonfiguration) eingeführt
F˜CZ = E˜ intCZ − ϑS˜CZ , (2.63)
womit sich die CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung der Kohäsivzone aufstellen lässt:
− ˙˜FCZ + #˙„s · #„t − ϑ˙S˜CZ ≥ 0 . (2.64)
Für den betrachteten isothermen Prozess (ϑ˙ = 0) folgt die Ungleichung
− ˙˜FCZ + #˙„s · #„t ≥ 0 , (2.65)
die ein thermodynamisch konsistentes Kohäsivgesetz erfüllen muss.28
Die in (2.56) geforderte Kollinearität zwischen Kohäsivspannungs- und Se-
parationsvektor sowie die Forderung der thermodynamischen Zulässigkeit in
(2.65) müssen bei der Modellierung des Separationsgesetzes bzw. bei der For-
mulierung der HELMHOLTZ-Energiedichte der Kohäsivzone F˜CZ berücksichtigt
werden.
2.1.6. Übergangsbedingungen
Die mechanischen Übergangsbedingungen an den Grenzflächen ⊕ und ⊖ zwi-
schen Matrixmaterial (Index M) und Kohäsivzone (Index CZ) ergeben sich aus
den Kräftebilanzen an differenziellen Volumenelementen, in denen die Grenz-












Im Grenzübergang b→ 0 und daCZ/M → da gilt
#„
t CZ = − #„t M bzw. #„T CZ = − #„TM . (2.67)
Mit dieser Beziehung, ausgewertet für beide Grenzflächen ⊕ und ⊖, liefert die
aus der lokalen Impulsbilanz resultierende Gleichgewichtsbedingung (2.50) er-
wartungsgemäß die Übergangsbedingung an einer Grenz- bzw. Schnittfläche in







28 Nach LUBLINER (1972), zitiert von HAUPT (2000, S. 488), ist die Erfüllung dieser Unglei-
chung Voraussetzung dafür, dass mit dem jeweiligen Materialmodell reale physikalische
Prozesse abgebildet werden können.
















Abb. 2.5.: Differenzielles Volumenelement mit Grenzfläche zwischen homogenem Matrixmate-
rial und Kohäsivzone (nach BALKE, 2014, S. 285)
2.2. Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit
Das im Folgenden untersuchte Anfangsrandwertproblem besteht aus den in den
Unterabschnitten 2.1.4, 2.1.5 und 2.1.6 vorgestellten lokalen Bilanzgleichun-
gen und Übergangsbedingungen, bislang nicht eingeschränkten Rand- und An-
fangsbedingungen sowie diversen konstitutiven Gleichungen. Betrachtet sei der
in Abb.2.1 dargestellte Körper mit dem Volumen V und der Oberfläche A in der
Ausgangskonfiguration bzw. v und a in der Momentankonfiguration. Eine Kohä-
sivzone mit der Ausgangsfläche A0 teilt diesen Körper in zwei homogene Teilkör-
per die mit den Symbolen ⊕ und ⊖ gekennzeichnet sind. Für die beiden Teilkör-
per seien im Folgenden drei vereinfachende Annahmen getroffen, die auf die
Kohäsivzonenmodellierung keinen Einfluss haben. Zum einen wird davon ausge-
gangen, dass innerhalb der Teilkörper keine Volumenlasten wirken (
#„
b = 0). Des
Weiteren seien nur quasistatische Prozesse betrachtet, weswegen Trägheitseffek-
te vernachlässigt werden können. Schließlich erfolge die Belastung der Teilkör-
per ausschließlich durch vorgegebene Verschiebungen am Außenrand und nicht
durch äußere, von null verschiedene Kraftrandbedingungen (virtuelle Arbeit der
äußeren Lasten δWext = 0). Lastfreie Ränder seien zugelassen.
Die als »starke Form« bezeichnete Formulierung des Anfangsrandwertpro-
blems wird unter diesen Bedingungen durch die lokalen Impulsbilanzen (2.23)
und (2.50), den Übergangsbedingungen (2.67), den Verschiebungsrandbedin-
gungen und den trivialen natürlichen Randbedingungen der freien Ränder ge-
bildet. Die Massenerhaltung gelte als erfüllt. Alle Einschränkungen, die sich aus
dem Ersten und Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ergeben, seien durch ei-
ne thermodynamisch zulässige Materialmodellierung erfüllt. In LAGRANGEscher
Betrachtungsweise ergibt sich die lokale Impulsbilanz für die homogenen Teil-






= 0 , (2.69)
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wobei
#„∇#„X ·P die Divergenz des Ersten PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors
bzgl. der Ausgangskonfiguration darstellt.
Für die numerische Lösung nach der Methode der finiten Elemente wird die
»schwache Form« des Anfangsrandwertproblems benötigt. Dazu wird (2.69) mit
einer Testfunktion
# „
δu gewichtet und das Integral des Produkts über das gesamte





· # „δu dV = 0 . (2.70)
Der Funktionsraum der Testfunktionen umfasst alle kinematisch zulässigen Ver-
schiebungsfunktionen, d. h., die Testfunktionen sind in Gebieten mit vorgeschrie-
benen Randverschiebungen identisch null. Die Testfunktion wird auch als »virtu-
elle Verschiebung« bezeichnet. Aus dem Produkt aus virtueller Verschiebung und
Impulsstromdichte (= Kraftdichte) erklärt sich auch die Bezeichnung »Prinzip der
virtuellen Arbeit« (δW ) für das hier beschriebene Vorgehen. Starke und schwa-
che Form sind äquivalent, wenn (2.70) für alle möglichen Testfunktionen erfüllt
ist.
Der Beitrag der Kohäsivzone zur virtuellen Arbeit wird im Kommenden indi-
rekt bereitgestellt. Von dem betrachteten Körper werden dazu nur die homoge-
nen Teilkörper untersucht. Die von der Kohäsivzone übertragenen Spannungen
werden als äußere Randspannungen interpretiert. Aufgrund der Gleichgewichts-
bedingungen an den Grenzflächen zwischen den Teilkörpern und der Kohäsiv-
zone (siehe Unterabschnitt 2.1.6) entspricht der Beitrag dieser Randspannungen
genau dem der Kohäsivzone.
Unter Anwendung der Produktregel und des GAUSSschen Integralsatzes sowie











































































T :P dV . (2.71)
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Im ersten Term der rechten Seite werden die Integrale aller Teilflächen A(k)
aufsummiert, die die homogenen Teilkörper, in denen (2.69) gilt, begren-
zen. Dies betrifft die Außenfläche des Körpers sowie die beiden Schnittflä-
chen, die die Kohäsivzone einschließen und im Ausgangszustand identisch sind
(A⊕ = A⊖ = A0). Aufgrund der gewählten Randbedingungen liefert das Inte-





0 ) oder in Bereichen mit vorgeschriebenen Verschiebungen die Testfunkti-













T :P dV .29 (2.72)











































= δW int . (2.73)
Demnach ist die virtuelle Arbeit der inneren Kräfte δW int, die sich aus Beiträgen
der Kohäsivzone und des Matrixmaterials zusammensetzt, gleich null. Die bei-
den Vektoren #„s und
#„
T CZ⊕ beschreiben die Öffnung der Kohäsivzone (auch:
Separation, Verschiebungssprung) sowie den Vektor der in der Kohäsivzone
übertragenen und auf die Ausgangskonfiguration bezogenen Spannungen. Die
Separation ist invariant gegenüber einer Starrkörperbewegung und wird dem-
zufolge als ein geeignetes Deformationsmaß für die Kohäsivzone erachtet (DE-
ANDRÉS, PÉREZ und ORTIZ, 1999). Der Kohäsivspannungsvektor stellt das dazu
arbeitskonjugierte30 Spannungsmaß dar (ORTIZ und PANDOLFI, 1999).
2.3. Formulierung finiter Kohäsivzonenelemente
Quellen: BELYTSCHKO u. a. (2014); BOSCH, SCHREURS und GEERS (2007);ORTIZ
und PANDOLFI (1999); WRIGGERS (2008)
In diesem Abschnitt wird eine Näherungslösung für das Anfangsrandwertpro-
blem nach der Methode der finiten Elemente vorgestellt. Den Ausgangspunkt






30 Der Integrand im ersten Term von (2.73) hat die Dimension Arbeit pro Fläche.
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zur Diskretisierung mit finiten Elementen stellt (2.73) dar:
δW int = δWCZ + δWM = 0 . (2.74)
Sowohl die Matrix als auch die Kohäsivzone werden dazu durch eine begrenzte
Anzahl Matrixelemente und Kohäsivzonenelemente (engl. cohesive zone element,
CZE) repräsentiert. Jedes der Elemente nimmt ein Teilvolumen der Matrix bzw.





Die virtuelle innere Arbeit δW int besteht damit aus der Summe der einzelnen
Elementbeiträge (Index E), die jeweils die Struktur (in Matrixschreibweise)
δWE = [δu]T [f int] (2.76)










. Beide algebraische Vektoren (Spaltenmatrizen) setzen sich
für ein Element mit NEN Knoten aus NEN Blöcken mit je NDOF Werten zusam-
men, wobei mit NDOF die Anzahl der Knotenfreiwerte31 angegeben ist.
Die Reaktionskräfte hängen von der Deformation des Elements und vom je-
weiligen Materialverhalten ab. Im Rahmen eines FE-Programms wird ihre Be-
rechnung innerhalb einer sogenannten Elementroutine vorgenommen. Deren










Um eine größtmögliche Transparenz in der Implementierung und einen hohen
Grad an Flexibilität in der späteren Anwendung zu erhalten, wird ein modu-
larer Aufbau mit strikter Funktionstrennung angestrebt. In der Elementroutine
werden sämtliche geometrische Einflüsse berücksichtigt. Sie enthält die Topo-
logie des Elements und stellt die jeweiligen Deformationsmaße für die Punkte
innerhalb des Elements bereit, an denen das Materialgesetz ausgewertet wer-
den soll (Integrationspunkte, siehe Unterabschnitt 2.3.3). Dies wird innerhalb
einer Materialroutine vorgenommen, die in die Elementroutine eingebettet ist
und keinerlei Topologieinformationen des Elements, sondern lediglich Zustands-
größen eines Materialpunktes (d. h. kinematische Größen und innere Variable)
übergeben bekommt. Die kinetischen Größen, die mithilfe des Materialgesetzes
aus den Deformationsmaßen berechnet und an die Elementroutine zurückgege-
ben werden, werden anschließend auf Elementebene entsprechend der Formu-
lierung der virtuellen Arbeit über das Elementgebiet integriert, woraus sich die
31 Für die Knotenfreiwerte ist auch der Begriff »(Knoten-)Freiheitsgrade« (engl. degree of free-
dom, DOF) gebräuchlich. Im Rahmen dieser Arbeit sei folgende Verwendung der Begriffe
vereinbart: In rein mechanischen finiten Elementen haben alle Knoten den Freiheitsgrad 2
(2D) oder 3 (3D). Die Knotenfreiwerte entsprechen den jeweiligen Knotenverschiebungen
(Koordinaten des Knotenverschiebungsvektors).
32 Beide zusammen werden auch als »Elementmatrizen« bezeichnet. Die Elementsteifigkeits-
matrix wird streng genommen nur bei impliziter Zeitintegration benötigt.
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Elementmatrizen ergeben. Mit dieser Programmstruktur lassen sich mit einem
finiten Kohäsivzonenelementtyp beliebig viele Separationsgesetze kombinieren.
Andersherum können verschiedene Elementtypen mit unterschiedlicher Topolo-
gie dasselbe Separationsgesetz verwenden. Eine Übersicht der im Rahmen die-
ser Arbeit mit der ABAQUS-Schnittstelle UEL entwickelten finiten Elemente ist im
Anhang (Abschnitt A.1) zusammengestellt.
Die weiteren Lösungsschritte einer FE-Analyse mit impliziter Zeitintegration
nach dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren seien kurz zusammengefasst. Aus der
Gesamtheit aller Elementmatrizen werden sogenannte Systemmatrizen gebildet,
mit denen der Gleichgewichtszustand δW = 0 (siehe (2.74)) inkrementell und
iterativ ermittelt wird. Die Qualität der Elementsteifigkeitsmatrizen und damit die
der Materialtangentenmatrizen entscheidet maßgeblich über das Konvergenz-
verhalten dieser Iteration. Das Konvergenzkriterium kann in Form eines zuläs-
sigen Residuums (Maß für die Abweichung vom Gleichgewicht) und bzw. oder
einer maximal zulässigen Änderung (Verbesserung) von Systemfreiwerten for-
muliert sein. Bezüglich weiterer Informationen zu dem Lösungsalgorithmus, der
Zeitinkrementierung, der Berücksichtigung von Rand- und Zwangsbedingungen
sowie der Formulierung der Matrixelemente sei auf die Literatur verwiesen (z. B.
BELYTSCHKO u. a., 2014; COOK u. a., 2007; WRIGGERS, 2008).
Die Formulierung der Elementmatrizen eines Kohäsivzonenelements ist Ge-
genstand der kommenden Ausführungen in diesem Abschnitt. Im Folgenden sei
deshalb nur auf den Beitrag der Kohäsivzone δWCZ zur virtuellen Arbeit einge-















Die Auswertung des Integrals in (2.77) kann bzgl. unterschiedlicher Konfigura-
tionen erfolgen. In der Ausgangskonfiguration entspricht die Fläche, über die in-
tegriert werden soll, genau der Ausgangsfläche. In einer beliebigen Momentan-
konfiguration kommen eine Vielzahl an Flächen zwischen deformierter Grund-





δs · #„t da . (2.78)
Die Wahl der Bezugsfläche erfolgt unter Berücksichtigung der Anforderungen an
das Separationsgesetz. Für den Fall, dass sich der Betrag des Kohäsivspannungs-
vektors | #„t | eindeutig aus dem Betrag des Separationsvektors | #„s | berechnen las-
sen kann, ist die Wahl beliebig, da der Integrand von (2.78) ein Skalarprodukt
zweier – aufgrund der lokalen Momentengleichgewichtsbedingung (2.56) – kol-
linearer, d. h. gleichgerichteter, Vektoren ist. Die Wirkungsrichtung der Vektoren
hätte keinen Einfluss auf das Separationsverhalten.33 Dies trifft für Modus-I- und
33 In der Literatur wird auch das Modell einer nichtlinearen Feder zur Beschreibung dieses
Kohäsivzonenverhaltens verwendet (siehe BOSCH, SCHREURS und GEERS, 2007).
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Modus-II-Beanspruchungen zu. Allerdings muss das Separationsgesetz, mit dem
aus dem Separationsvektor der Vektor der Kohäsivspannungen berechnet wird,
auch die Fälle berücksichtigen, in denen sich Grund- und Deckflächen durch-
dringen bzw. überlappen, was physikalisch unmöglich ist und nach BELYTSCHKO
u. a. (2014, S. 167) einen Widerspruch zur Massenerhaltung darstellt.34 Eine Zer-
legung des Separationsvektors in einen normalen und einen tangentialen Anteil
ist deshalb zum Auswerten des Separationsgesetzes notwendig. Damit ist die
Wahl der Bezugsfläche bzw. die Orientierung der Normalkomponente des Sepa-
rationsvektors nicht vernachlässigbar. Die Bestimmung des Separationsvektors,
der als lokales Deformationsmaß zu bewerten ist, wird in Unterabschnitt 2.3.2
thematisiert. Zuvor wird in Unterabschnitt 2.3.1 die Topologie der Kohäsivzo-







aus δWCZE wird in Unterabschnitt 2.3.3 gezeigt.
2.3.1. Topologie der Kohäsivzonenelemente
Die Kohäsivzone wurde in Kapitel 1 als masse- und volumenlose Grenzfläche
zwischen zwei Teilkörpern eingeführt. Kohäsivzonenelemente, mit denen diese
Grenzflächen diskretisiert werden, weisen folglich ebenfalls keine Masse auf und
verfügen zumindest in ihrer Ausgangskonfiguration über kein Volumen.35 Im
Ausgangszustand wird ein 3D-Kohäsivzonenelement demnach durch eine 2D-
Fläche, ein 2D-Kohäsivzonenelement entsprechend durch eine Linie verkörpert.
An jedem Eckpunkt und teilweise – in Abhängigkeit vom Polynomansatz der spä-
ter eingeführten Formfunktionen – auch auf den Seitenkanten der Kohäsivzonen-
elemente werden diese Grundformen von Knotenpaaren begrenzt. So entstehen
die Grund- und Deckflächen bzw. -linien des Kohäsivzonenelements. Zur Unter-
scheidung seien sie jeweils mit ⊕ und ⊖ bezeichnet. Die Wahl der Bezeichnung
ist dabei willkürlich. Unter Belastung öffnet sich die Grenzfläche (Öffnungsmo-
dus, Modus I) bzw. die Grenzflächenufer verschieben sich gegeneinander (Scher-
modus, Modus II). Prinzipiell sind auch mixed-mode-Beanspruchungen möglich.
Exemplarisch ist in Abb. 2.6 ein 2D-Kohäsivzonenelement mit 6 Knoten (qua-
dratische Formfunktionen) und 2 Integrationspunkten (reduzierte Integration) in
Ausgangs- und Momentankonfiguration dargestellt. Die Knotenkoordinaten ei-
nes Kohäsivzonenelements sind in der Matrix [X ] zusammengefasst (Ausgangs-
konfiguration). Die i-te Koordinate des k-ten Knoten eines Elements sei durch
[X ]ik bezeichnet. Die Matrix [x] der Knotenkoordinaten zu einem beliebigen
Zeitpunkt t lässt sich über (2.6) mithilfe der aktuellen Knotenverschiebungen des
Elements aus dem algebraischen Vektor [u] berechnen.
34 Die Problematik des Kontaktverhaltens wird ausführlich in Abschnitt 3.7 diskutiert.
35 Davon abweichende Realisierungen, d. h. Vernetzungen, beruhen meist auf technischen
Gründen.









































































Abb. 2.6.: Topologie eines 2D-Kohäsivzonenelements mit 6 Knoten, quadratischen Formfunk-
tionen und 2 Integrationspunkten (Index GP): Undeformierte Ausgangskonfiguration (unten),
deformierte Momentankonfiguration (Mitte) und projizierte Mittelfläche im Bildraum (oben) mit
Verteilung der transformierten Normalseparation sn
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2.3.2. Auswertung des Deformationszustands
In diesem Unterabschnitt wird die Ermittlung des Separationsvektors vorgestellt,
der als lokales Deformationsmaß der Materialroutine zur Auswertung des Se-
parationsgesetzes übergeben wird. Zur Berechnung stehen die (Matrizen der)
Elementknotenkoordinaten in Ausgangs- und Momentankonfiguration [X ] und
[x] sowie die aktuellen Knotenverschiebungen in Form des algebraischen Vek-
tors [u] zur Verfügung.
Die Richtung der Normalseparation – und damit die Modus-I-Öffnungsrich-
tung – wird vereinbarungsgemäß durch den Normalenvektor der Mittelfläche
zwischen Grund- und Deckfläche in der Momentankonfiguration definiert (OR-










In dem in Abb. 2.6 dargestellten 2D-Kohäsivzonenelement existieren drei Kno-
tenpaare, für den Index k gilt demnach k = {1, 2, 3}. Die konkreten Knoten-
nummern der ⊕- und ⊖-Knoten der einzelnen Knotenpaare sind der Abb. 2.6
zu entnehmen (Beispiel: 1 ⊕ =ˆ④, 1 ⊖ =ˆ①).
Des Weiteren wird für die Auswertung des Integrals in (2.78) die i. Allg. ge-
krümmte Mittelfläche in einen Bildraum projiziert, in dem das finite Element mit
sogenannten »natürlichen Koordinaten« ξI beschrieben ist (3D: I = {1, 2}, 2D:
I = {1}). Neben dem Vorteil, dass damit das Integral über eine ebene Fläche
ausgewertet werden kann, erleichtert diese Formulierung den numerischen Auf-
wand späterer FE-Analysen, da Operationen in diesem Bildraum für jedes finite
Element des gleichen Typs gleichermaßen ausgeführt werden und die Element-
routinen daraufhin optimiert werden können. Im Folgenden wird die (Orts-)Ab-




Die aktuellen Ortskoordinaten eines beliebigen Punktes auf der Kohäsivzonen-
mittelfläche können über Interpolation im Bildraum aus den gemittelten Knoten-


































Die Anzahl der Formfunktionen entspricht aufgrund der Mittelung in (2.79) der
Hälfte der Elementknotenanzahl NEN. Die Formfunktionen genügen der Bedin-











= δkj , (2.81)
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wonach die k-te Formfunktion, ausgewertet an der Position des gemittelten Kno-
tens j im Bildraum für k = j den Wert 1, an allen anderen Knotenpositionen
hingegen den Wert 0 ergibt (KRONECKER-Symbol δkj ).
Die kovarianten Basisvektoren (Tangentenbasisvektoren; Vektoren, die an ei-
nem Punkte der deformierten Kohäsivzonenmittelfläche in Richtung der natürli-
















































Sie ermöglichen die Berechnung des gesuchten ortsabhängigen Einheitsnorma-
lenvektors der deformierten Mittelfläche für den 3D-Fall über
#„
n =
#„g ξ1 × #„g ξ2
J E , (2.84)
wobei mit J E die »Element-JACOBI-Determinante«
J E =
∣∣∣#„g ξ1 × #„g ξ2 ∣∣∣ (2.85)
bezeichnet sei. Für 2D-Kohäsivzonenelemente gilt analog
n1 = −gξ12 , n2 = gξ11 , (2.86)
J E = ∣∣ #„g ξ1 ∣∣ . (2.87)
Vereinbarungsgemäß sei #„n von der Grundfläche (⊖) aus zur Deckfläche (⊕)
gerichtet.
Aus Einheitsnormalenvektor #„n und den Tangentenbasisvektoren wird ferner
eine Transformationsmatrix [T ] gebildet, mit der das Bezugskoordinatensys-
tem von Vektoren und Tensoren der Momentankonfiguration so gedreht werden
kann, dass die Richtung der Normalenkomponente eines gedrehten Vektors (3D:
dritte Komponente, 2D: zweite Komponente) durch #„n beschrieben ist. Vereinba-
rungsgemäß soll dabei die Richtung des ersten gedrehten Einheitsvektors iden-
tisch mit der des ersten Tangentenbasisvektors sein. In Indexnotation werden die
Koordinaten der Transformationsmatrix Tij für den 3D-Fall wie folgt gebildet:
T1i =
gξ1i∣∣ #„g ξ1 ∣∣ , (2.88)
T2i = ǫijk nj
gξ1k∣∣ #„g ξ1 ∣∣ , (2.89)
T3i = ni . (2.90)
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Mit dem LEVI-CIVITTA-Symbol ǫijk (dreistufigen Tensor) wurde dabei das Kreuz-
produkt #„n × #„g ξ1/ | #„g ξ1 | in die Indexschreibweise überführt. Diese Operation
entfällt für 2D-Kohäsivzonenelemente. Für den 2D-Fall (i = {1, 2}) gilt
T1i =
gξ1i∣∣ #„g ξ1 ∣∣ , (2.91)
T2i = ni . (2.92)
Ausgangs- und Momentankonfiguration, die zur Auswertung benötigte Mittel-
fläche sowie die Projektion des Elements in den Bildraum sind in den Skizzen
der Abb. 2.6 beispielhaft für ein 2D-Kohäsivzonenelement dargestellt. Es sei an
dieser Stelle darauf hingewiesen, dass sowohl der Einheitsnormalenvektor, die
Element-JACOBI-Determinante als auch die Transformationsmatrix ortsabhängi-
ge Größen sind, die mit den angegebenen Bestimmungsgleichungen an jedem
Punkt innerhalb des Bildraumes des Elements bereitgestellt werden können. Zu-
gunsten einer besseren Übersichtlichkeit wurde auf die Angabe dieses funktio-
nellen Zusammenhangs (z. B. J E( #„ξ )) in (2.84)–(2.92) verzichtet.
Die Knotenpaarseparationen eines Kohäsivzonenelements lassen sich analog
zu (2.79) über
s ki = x
k⊕
i − x k⊖i = u k⊕i − u k⊖i (2.93)
berechnen (siehe Abb. 2.6). Die Koordinaten des Separationsvektors an einer
beliebigen Position
#„
ξ im Bildraum der Mittelfläche des Elements ergeben sich
















u k⊕i − u k⊖i
]
. (2.94)
Diese Beziehung kann auch in Form einer Matrizenoperation formuliert werden
(Index j =
{








= [s]i = [N ]ij [u]j . (2.95)
Für das in Abb. 2.6 dargestellte Kohäsivzonenelement ergibt sich folgende Ma-


































Mithilfe des Einheitsnormalenvektors #„n und sn = #„s · #„n kann der Separations-
vektor #„s in eine Normal- und eine Tangentialkomponente zerlegt werden:
#„s = #„s n + #„s t = sn
#„
n + #„s t . (2.97)
Die Koordinaten des Separationsvektors in einem entsprechend gedrehten, d. h.
mit #„n ausgerichteten, Koordinatensystem werden über die Transformation mit
der Matrix [T ] gemäß (2.88)–(2.92) berechnet:
si = Tijsj , (2.98)
[s ] = [T ] [s] = [T ] [N ]︸ ︷︷ ︸
[B ]
[u] = [B ] [u] . (2.99)
Der transformierte Separationsvektor #„s stellt das lokale Deformationsmaß eines
materiellen Punktes dar, für den, unter Berücksichtigung weiterer Zustandsvaria-
blen, die lokale Auswertung des Separationsgesetzes bzw. die Berechnung des
Vektors der Kohäsivspannungen
#„
t erfolgt. Einzelheiten zur Formulierung des Se-
parationsgesetzes und dessen Implementierung sind in Kapitel 3 aufgeführt. Die
Spannungskoordinaten ti des so erhaltenen Vektors beziehen sich auf die de-
formierte Mittelfläche des Kohäsivzonenelements (Momentankonfiguration). Die
Orientierung der Vektorkomponenten entspricht denen der jeweiligen Separati-
onskomponenten. Die in (2.99) eingeführte und als »Separations-Verschiebungs-
Matrix« bezeichnete Matrix [B ] fasst alle beschrieben Matrizenoperationen zum
Erlangen der transformierten Separationskoordinaten aus den Knotenverschie-
bungen zusammen.36 Sie kann für jeden Punkt innerhalb des Bildraumes des
36 Die Reihenfolge der Operationen Interpolation und Transformation mit [N ] bzw. [T ] ist
zweckmäßigerweise so gewählt, dass nur an den Integrationspunkten der Normalenvektor
ermittelt werden muss. Eine Änderung der Reihenfolge ist denkbar. Die mit beiden Vari-
anten berechneten Ergebnisse sollten für hinreichend feine FE-Netze übereinstimmen (h-
Konvergenz).
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Elements bereitgestellt werden und berücksichtigt den Verschiebungssprung des
dazugehörigen Punktepaares auf Grund- und Deckfläche des Elements sowie
die Orientierung der deformierten Mittelfläche.
2.3.3. Elementmatrizen
Der Beitrag eines Kohäsivzonenelements zur virtuellen Arbeit wurde in (2.78)
vorgestellt. Die Auswertung des Integrals in (2.78) erfolgt im Bildraum des Kohä-
















J E dα . (2.100)
Über die Element-JACOBI-Determinante J E( #„ξ ) werden dabei die Elementgeo-
metrie der Ausgangskonfiguration sowie die aktuelle Elementdeformation be-
rücksichtigt. Die Vektoren im Integranden werden bzgl. der natürlichen Vektor-





δs · #„t J E dα . (2.101)








] J E dα , (2.102)




die Koordinaten des Kohäsivspannungsvek-
tors enthält. Unter Nutzung von (2.99) und dem im Sinne der Integration kon-
stanten algebraischen Vektor der Knotenverschiebungen [u] folgt

















den algebraischen Vektor der inneren Kräfte des Kohäsivzonenelements. Die












































48 2. Formulierung des Anfangsrandwertproblems und numerische Implementierung
Informationen zu Anzahl NGP und Lage
#„
ξ η der Integrationspunkte (auch als
»GAUSS-Punkte« bezeichnet) sowie den entsprechenden Gewichten wη sind für
einige Elementtypen im Anhang (Abschnitt A.1) angegeben. In Abb. 2.6 sind für
ein 2D-Kohäsivzonenelement mit zwei Integrationspunkten die jeweiligen Nor-
malenvektoren eingetragen und für einen Integrationspunkt die Transformation
des Separationsvektors dargestellt.
Die Elementsteifigkeitsmatrix errechnet sich aus der totalen Ableitung aller
Koordinaten des algebraischen Vektors der inneren Kräfte nach den Knotenver-
schiebungskoordinaten. Für das hier beschriebene Deformationsverhalten müss-
ten dabei sowohl die Abhängigkeiten aus dem Separationsgesetz als auch die
Änderungen des Deformationsgradienten und der Orientierung der mittleren
Elementfläche berücksichtigt werden. Die in dieser Arbeit vorgeschlagene und
implementierte Elementsteifigkeitsmatrix berücksichtigt dagegen nur den Einfluss
des Separationsgesetzes. Der durch die Vernachlässigung der geometrischen
Effekte dabei eingegangene Fehler verursacht dennoch keine fehlerhaften Lö-
sungen der numerischen FE-Analysen. In ungünstigen Fällen steigt die Anzahl
an Iterationen bis das System im Gleichgewicht steht oder eine reduzierte Zeit-
schrittweite wird erforderlich. Die Elementsteifigkeitsmatrix ergibt sich unter die-
sen Voraussetzungen mit der i. Allg. unsymmetrischen Materialtangentenmatrix
[C ] des Separationsgesetzes aus











[B ]T [C ] [B ] J E dα . (2.106)






























Mit der Implementierung von (2.104) und (2.107) im Rahmen einer Element-
routine ist ein wesentlicher Schritt zur numerischen, d. h. auch näherungsweisen,
Lösung des Anfangsrandwertproblems vollzogen. Die Ergebnisse der FE-Simula-
tionen, die mit den hier vorgestellten Elementmatrizen erzielt werden, erfüllen die
Massenerhaltung sowie die Impuls- und Drehimpulsbilanz. Die im Kommenden
vorgestellte Modellierung des Separationsgesetzes liefert unter Berücksichtigung









Die Anforderungen an ein zyklisches Kohäsivgesetz ergeben sich zum einen aus
den Forderungen zur Erfüllung der lokalen Momentenbilanz und der thermo-
dynamischen Zulässigkeit. Diese Bedingungen liefern die Struktur der zu defi-
nierenden Materialgleichungen. Andererseits sollte das Separations- und Schä-
digungsverhalten beobachtbare, d. h. experimentell bestätigte, Phänomene wie-
dergeben können, woraus sich weitere Einschränkungen ergeben. Die eingeführ-
ten Materialparameter sollten physikalisch motiviert sowie durch Experimente
oder numerische Simulation identifizierbar sein. Schließlich wird für die numeri-
sche Umsetzung ein leicht zu implementierendes und in der Simulation mit mög-
lichst geringem Aufwand laufendes Modell angestrebt. Dies wird durch glattes
Materialverhalten und einen hohen Grad von analytisch aufbereiteten Gleichun-
gen erreicht.
3.1.1. Forderungen aus Bilanzgleichungen
Im Unterabschnitt 2.1.5 wurden die Bilanzgleichungen für die Kohäsivzone vor-
gestellt. Aus der Massenbilanz (der Matrix) folgt, dass sich die beiden Ufer der
Kohäsivzone nicht überlappen bzw. durchdringen dürfen. Die Koordinate des Se-
parationsvektors in Normalenrichtung (Index n) muss demzufolge nicht-negativ
sein:
sn ≥ 0 . (3.1)
Um das lokale Momentengleichgewicht zu gewährleisten, wurde ferner die For-
derung nach Kollinearität von Kohäsivspannungs- und Separationsvektor aufge-
stellt:
#„s∣∣ #„s ∣∣ =
#„
t∣∣ #„t ∣∣ .37 (3.2)
Aus den thermodynamischen Hauptsätzen wurde darüber hinaus mit (2.65) die
CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung für ein thermodynamisch konsistentes Kohäsiv-
gesetz hergeleitet:
− ˙˜FCZ + #˙„s · #„t ≥ 0 . (3.3)
37 In diesem Kapitel wird auf den symbolischen Verweis auf die Bezugsfläche (vergleiche
#„
t )
zu Gunsten einer übersichtlichen Darstellung verzichtet.
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3.1.2. Forderungen aus Analyse existierender zyklischer
Kohäsivzonenmodelle
In diesem Unterabschnitt sollen die Eigenschaften zusammengetragen werden,
die ein zyklisches Kohäsivgesetz aufweisen sollte und die bei dessen mathemati-
scher Formulierung berücksichtigt werden müssten. Die Grundlage dafür stellen
zyklische Kohäsivgesetze aus der Literatur dar, die in ihrer Originalform und di-
versen Modifikationen für verschiedene Anwendungsgebiete eingesetzt werden.
Eine kurze Abhandlung der wichtigsten zyklischen Kohäsivgesetze ist in Kapitel 1
zu finden.
Kohäsivgesetze können hinsichtlich verschiedener Kennzeichen klassifiziert
werden. Oft verwendete Kriterien (z. B. SCHWALBE, SCHEIDER und CORNEC, 2013,
S. 7–11) beziehen sich auf
1. die Existenz einer endlichen Kohäsivsteifigkeit ungeschädigter Bereiche in-
nerhalb der Kohäsivzone,
2. das Verhältnis zwischen normalem und tangentialem Separationsverhal-
ten,
3. die Form des monotonen Spannungs-Separations-Pfades sowie
4. das Verhalten bei Ent- und Wiederbelastung.
Bezüglich des ersten Kriteriums sei erwähnt, dass im Rahmen dieser Arbeit ledig-
lich Kohäsivgesetze mit endlicher Steifigkeit ungeschädigter Bereiche untersucht
werden. Damit wird einer Empfehlung von SCHWALBE, SCHEIDER und CORNEC
(2013, S. 9) zur Implementierung von Kohäsivgesetzen innerhalb nutzerdefinier-
ter finiter Elemente Folge geleistet. Kohäsivgesetze mit unendlicher Steifigkeit
würden demnach einen gesonderten Kontaktalgorithmus erfordern. Die Existenz
einer endlichen Anfangssteifigkeit entspricht einer konstitutiven Annahme.
Eine Unterscheidung bzgl. der Beanspruchungsart (Normal- bzw. Tangential-
separation, siehe zweites Kriterium) wird des Weiteren bewusst nicht vorgenom-
men, da die Richtung der Separations- und Kohäsivspannungsvektoren bereits
durch die Erfüllung der Bedingungen (3.1) und (3.2) vorgegeben ist. Auf die
Kontaktformulierung, mit der das Überlappen der Kohäsivzonenufer verhindert
werden soll, wird in Abschnitt 3.7 gesondert eingegangen.
Die beiden verbleibenden Kriterien werden im Folgenden diskutiert. Dazu wird
zunächst der im dritten Kriterium erwähnte monotone Spannungs-Separations-
Pfad allgemein charakterisiert. Das letztgenannte Kriterium gestattet ferner die
Unterscheidung der Kohäsivgesetze in
● (rein) reversible Kohäsivgesetze (auch als »monotone Kohäsivgesetze« be-
zeichnet),
● irreversible Kohäsivgesetze ohne zyklische Schädigungsentwicklung (auch
als »monoton-irreversible Kohäsivgesetze« bezeichnet) und
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● irreversible Kohäsivgesetze mit zyklischer Schädigungsentwicklung (auch als
»zyklische Kohäsivgesetze« bezeichnet).
Dies entspricht ungefähr den Entwicklungsstadien der Kohäsivzonenmodellie-
rung (vergleiche Kapitel 1). Ausgehend von dieser chronologisch-funktionellen
Einteilung führt eine Analyse der existierenden (zyklischen) Kohäsivgesetze auf ei-
ne differenziertere Systematik, mit der die wesentlichen Bestandteile eines Kohä-
sivgesetzes in Form einer Aufzählung zusammengefasst werden können. Diese,
im Folgenden mit kleinen römischen Zahlen gekennzeichneten, Eigenschaften
stellen Forderungen an das zyklische Kohäsivgesetz dar, welches in den sich
anschließenden Abschnitten vorgestellt wird.
Monotoner Spannungs-Separations-Pfad
Für eine monotone separationsgesteuerte Belastung (in Normalenrichtung) be-
schreiben die hier untersuchten Kohäsivgesetze mit endlicher Anfangssteifig-
keit einen charakteristischen »monotonen Spannungs-Separations-Pfad«. Ausge-
hend vom Koordinatenursprung besteht er aus einem monoton steigenden und
einem monoton fallenden bzw. entfestigenden Ast. Das Maximum wird durch die
Kohäsivfestigkeit t0 und die Kohäsivlänge s0 beschrieben. Letztgenannte Größe
stellt eine innere Länge des Separationsgesetzes dar.38 Der entfestigende Ast
beschreibt den Abbau der übertragbaren Kohäsivspannung mit steigender Se-
paration. Sein Schnittpunkt mit der Abszisse (tn = 0) definiert das Versagen des
Materialpunktes, das vereinbarungsgemäß dann eintritt, wenn keinerlei Kohä-
sivspannung mehr übertragen werden kann. Die entsprechende Versagensse-
paration sf kann ebenfalls zur Charakterisierung der inneren Längenskala des
Separationsgesetzes genutzt werden. Die Fläche unter der Spannungs-Separati-
ons-Kurve entspricht der bei dem Trennungsprozess dissipierten Energie pro Flä-
cheneinheit und wird auch als »Bruchenergiedichte« oder »Separationsarbeit« J0
bezeichnet.39 Bei vorgegebener Form des monotonen Spannungs-Separations-
Pfades lässt sich die Kohäsivlänge aus den bekannten Größen Kohäsivfestigkeit
und Bruchenergiedichte berechnen. Zur Visualisierung der genannten Zusam-
menhänge ist in Abb. 3.1 ein monotoner Spannungs-Separations-Pfad eines
bilinearen Kohäsivgesetzes skizziert.
Aufgrund der Kollinearitätsbedingung (3.2) ist die Kurve des monotonen Span-
nungs-Separations-Pfades repräsentativ für alle monotonen Lastfälle. Ihre mit t0
und s0 normierte Darstellung wird im Folgenden als »monotone Hüllkurve« be-
zeichnet. Die Fläche unter der monotonen Hüllkurve wird »normierte Bruchener-
giedichte« Γ0 mit Γ0 = J0/[t0s0] genannt. Zur Beschreibung der monotonen
Hüllkurve eignen sich somit die drei Eigenschaften
38 Es existieren auch Kohäsivgesetze, die anstelle des Maximums bei t0 ein ausgeprägtes
Plateau aufweisen. Für diese Modelle wird die innere Kohäsivlänge anders definiert.
39 Bei der Bezeichnung der energetischen Größen Energie bzw. Arbeit wird die Dichteeigen-
schaft »pro Flächeneinheit« mitunter verschwiegen, sie ergibt sich jedoch stets aus einer
Dimensionsanalyse. Bei der Fläche, auf die diese Größen bezogen werden, handelt es
sich gemäß den Ausführungen in Kapitel 2 um die Mittelfläche der Kohäsivzone in der
Momentankonfiguration a.







Abb. 3.1.: Bilineares Kohäsivgesetz: Monotoner Spannungs-Separations-Pfad (Volllinie), lineare
Entlastungspfade mit remanenter Separation (Strichpunktlinie) und ohne remanenter Separation
in Richtung des Ursprungs (gestrichelte Linie)
i) Form der monotonen Hüllkurve,
ii) Kohäsivfestigkeit t0 (Spannungsmaximum) und
iii) Bruchenergiedichte J0 = t0s0Γ0.
Diese Auswahl erübrigt die exakte Definition einer Kohäsivlänge (s0 oder sf ).40
Zur Identifikation der Parameter t0 und J0 existiert in der Literatur eine Vielzahl
von Ansätzen (siehe SCHWALBE, SCHEIDER und CORNEC, 2013, S. 21–31). Der
Einfluss der Form der Hüllkurve wird in der Literatur unter verschiedenen Ge-
sichtspunkten thematisiert (siehe dazu den Übersichtsartikel von BROCKS, COR-
NEC und SCHEIDER, 2003, sowie HÜTTER, 2013) und soll auch in dieser Arbeit
Gegenstand numerischer Untersuchungen sein.
Monotone Kohäsivgesetze
Monotone oder (rein) reversible Kohäsivgesetze beschreiben im Wesentlichen
nur den Spannungs-Separations-Pfad bei monotoner Belastung. Der Zustand
eines Materialpunktes wird eindeutig durch die jeweilige aktuelle Position auf
der Hüllkurve beschrieben. Monotone Kohäsivgesetze können deshalb auch als
»nichtlinear-elastisch« interpretiert werden. Die Anwendung auf komplexere Be-
lastungsfälle mit Lastrichtungswechseln ist nicht empfehlenswert, da der theo-
retische Entlastungspfad identisch mit der monotonen Hüllkurve ist, was einem
physikalisch sinnvollen Verhalten widerspricht.
Monoton-irreversible Kohäsivgesetze
Monoton-irreversible Kohäsivgesetze stellen eine Erweiterung der monotonen
Kohäsivgesetze dar. Sie ermöglichen die Beschreibung von physikalisch sinnvol-
len Entlastungsvorgängen. Neben der Frage nach dem Verlauf eines Entlastungs-
40 Die beiden Größen s0 und sf sind, sofern durch die Form der Hüllkurve angebbar, in
vielen Kohäsivgesetzen von ähnlicher Größenordnung.
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pfades ergibt sich daraus auch die Notwendigkeit, innere Zustandsvariablen ein-
zuführen, die den Schädigungszustand des Materialpunktes beschreiben.
Dazu wird zunächst das Separationsverhalten auf den beiden Ästen der Hüll-
kurve bei monotoner Erstbelastung charakterisiert. Der monoton steigende Ast
wird demnach als Darstellung des reversiblen, ungeschädigten Separationsver-
haltens interpretiert. Schädigung initiiert bei Erreichen der Kohäsivfestigkeit und
akkumuliert ausschließlich entlang des entfestigenden Astes, währenddessen sie
den Abbau der übertragbaren Kohäsivspannung beschreibt. Der entfestigende
Ast wird aus diesen Gründen auch als »Schädigungskurve« bezeichnet (engl. da-
mage locus, siehe YANG, MALL und RAVI-CHANDAR, 2001; BOUVARD u. a., 2009).
Unter zyklischer Belastung kann während einer Entlastungsphase die Schädi-
gungskurve auf einem Entlastungspfad verlassen und nach weiterem Lastrich-
tungswechsel an derselben Stelle über denselben Pfad erneut erreicht werden.
Diese Überlegungen und die Forderung nach Irreversibilität, wonach der Schä-
digungsprozess unumkehrbar ist, stellen die Grundlage für folgende Modellei-
genschaften:
iv) Der Schädigungszustand wird durch die maximal erreichte Position auf
dem entfestigenden Ast der monotonen Hüllkurve charakterisiert und ist
durch eine skalare Schädigungsvariable beschreibbar. Materialversagen
tritt bei Erreichen eines kritischen Schädigungswertes auf.
v) Entlastungsprozesse sind reversibel, d. h., sie verlaufen ohne Schädigungs-
akkumulation.
vi) Die Fläche unter einem Entlastungspfad entspricht der gespeicherten (re-
versiblen) Energiedichte des aktuellen Separations- und Schädigungszu-
stands. Die Form des Pfades beeinflusst damit den Betrag der dissipierten
Energie(dichte), die bis zum Erreichen des jeweiligen Zustands freigesetzt
wurde.
vii) Der steigende Ast der monotonen Hüllkurve beschreibt reversibles, unge-
schädigtes Separationsverhalten und vereinigt damit Be- und Entlastungs-
pfade bis zur Schädigungsinitiierung. Der Entlastungspfad im Grenzfall
verschwindender Schädigung muss damit exakt dem reversiblen Ast der
monotonen Hüllkurve entsprechen.
Besonders hervorgehoben sei an dieser Stelle die letztgenannte Forderung vii).
Sie ermöglicht einen glatten Übergang von intaktem, d. h. ungeschädigtem,
zu irreversibel geschädigtem Separationsverhalten und kann in anderen Wor-
ten so formuliert werden, dass eine kleine Änderung des Schädigungszustands
(Schädigungsinitiierung) eine kleine Änderung des Separationsverhaltens be-
wirkt. Modelle, die diese Forderung nicht berücksichtigen (z. B. ROE und SIEG-
MUND, 2003), weisen bei Schädigungsinitiierung einen Dissipationssprung auf,
der einer physikalisch motivierten Erklärung bedürfte. Die Zusammenhänge zwi-
schen dem Charakter des Entlastungsverhalten, der monotonen Hüllkurve und
der gespeicherten Energiedichten wurden, nach Auffassung des Autors, in der
Literatur bislang nicht thematisiert.
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Zur Beschreibung der Entlastungspfade nach Schädigungsinitiierung sind in
der Literatur verschiedene Ansätze beschrieben. Sie unterscheiden sich hinsicht-
lich ihrer Richtung (Entlastung zum Ursprung oder Einführung einer remanenten
Separation, siehe Abb. 3.1) und ihrer Linearität (linear oder nichtlinear). Eine
Übersicht dazu ist in Kapitel 1 aufgeführt. Im Rahmen dieser Arbeit wird dies-
bezüglich die konstitutive Annahme getroffen, dass die Materialpunkte in der
Kohäsivzone stets vollständig, d. h. ohne remanente Separation, entlasten kön-
nen. Das Auftreten von Rissschließeffekten wird dem Verhalten des umgeben-
den Matrixmaterials zugeordnet (z. B. plastizitätsinduziertes Rissschließen, siehe
RICHARD und SANDER, 2012, S. 116 f.; WANG und SIEGMUND, 2006b).
Zyklische Kohäsivgesetze
Zur Simulation von Ermüdungsvorgängen infolge zyklischer unterkritischer Be-
lastung müssen die Entwicklungsgleichungen für die Schädigungsvariable in den
vorgestellten monoton-irreversiblen Kohäsivgesetzen erweitert werden. Unter zy-
klischer separationsgesteuerter Last mit konstanter Amplitude erfolgt sonst nach
dem ersten Belastungszyklus keine Schädigungsentwicklung mehr. Erst eine Er-
höhung der Separationsamplitude würde eine weitere Schädigungsentwicklung
bewirken. Die Schädigungsentwicklungsgleichung beschreibt die Rate der Schä-
digungsvariablen in Abhängigkeit von ihrem momentanen Wert, dem aktuellen
Separationszustand und der aktuellen Separationsrate. In Analogie zu elastisch-
plastischem Materialverhalten verlaufen Entlastungsvorgänge vereinbarungsge-
mäß bei konstanter Schädigung. Die Schädigungsentwicklung findet demzufol-
ge nur während der Belastungsvorgänge statt (vergleiche Forderung v)). Darüber
hinaus sollten folgende Eigenschaften berücksichtigt werden:
viii) Die Schädigungsentwicklungsgleichung ermöglicht im Grenzfall das mo-
notone Separationsverhalten entlang der monotonen Hüllkurve. Kleine
Zwischenentlastungen (Lastfluktuationen, Störungen) einer ansonsten mo-
notonen Belastung bewirken nur geringe Abweichungen von der monoto-
nen Hüllkurve.
ix) Das Spannungsniveau bei Schädigungsinitiierung stellt die Dauerfestigkeit
dar, bis zu der in einem spannungsgesteuerten einachsigen Versuch die
Kohäsivzone belastet werden dürfte, ohne dass dabei Schädigung initiie-
ren würde. Die Vorhersage unterkritischer spannungsgesteuerter einachsi-
ger Versuche erfordert eine (Anfangs-)Dauerfestigkeit unterhalb der Kohä-
sivfestigkeit.
x) Eine kleine Änderung des Schädigungszustands (Schädigungsinitiierung)
bewirkt eine kleine Änderung des dauerfesten Verhaltens. Ausgefallene
Materialpunkte weisen keine Dauerfestigkeit auf. Es existiert folglich eine
schädigungszustandsabhängige Feldgröße, die die lokale Dauerfestigkeit
beschreibt.
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Die Forderung nach einer Dauerfestigkeit, die mit steigender Schädigung ab-
nimmt, ist indirekt – und ohne es als solche einzuführen – bereits in der Schädi-
gungsentwicklungsgleichung von ROE und SIEGMUND (2003) umgesetzt.
Eine weitere Eigenschaft des Separationsverhaltens, die durch die Formulie-
rung der Schädigungsentwicklungsgleichung bestimmt wird, ist die Ratenabhän-
gigkeit. Die Überlagerung von Ermüdungsschädigung (ratenunabhängig) und
Kriechschädigung (ratenabhängig) wird z. B. im zyklischen Kohäsivzonenmodell
von BOUVARD u. a. (2009) vorgestellt. Im Rahmen vorliegender Arbeit sei stets
von ratenunabhängiger Ermüdungsschädigung ausgegangen.
3.2. Struktur der Materialgleichungen
In diesem Abschnitt werden die Strukturen der konstitutiven Gleichungen, die
den Forderungen der Unterabschnitte 3.1.1 und 3.1.2 genügen, vorgestellt. Im
Mittelpunkt der Materialmodellierung steht dabei die Formulierung eines Kohä-
sivzonenpotenzials Γ, das als normierte Form der freien HELMHOLTZ-Energie-
dichte F˜CZ in die CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung (3.3) eingeht. Aufgrund der
geforderten Kollinearität von Kohäsivspannungs- und Separationsvektor wird
das Kohäsivzonenpotenzial als Funktion der effektiven Separation λ formuliert.
Die »(normierte) effektive Separation« entspricht dabei dem mit der Kohäsivlän-









wobei für #„s die Ungleichung (3.1) als erfüllt vorausgesetzt wird. Des Weiteren
sei an dieser Stelle, analog zur effektiven Separation λ, die »(normierte) effektive
Kohäsivspannung« τ als der mit der Kohäsivfestigkeit t0 (siehe Forderung ii))












t und #„s ) entspricht
im mathematischen Sinne einem Funktional, da die Lastgeschichte des betrach-
teten Materialpunktes berücksichtigt werden muss. In anderen Worten bedeutet
dies, dass der aktuelle Wert der Kohäsivspannung vom aktuellen Wert der Se-
paration und der gesamten Lastgeschichte abhängt. Aus diesem Grunde wird
im Folgenden gemäß dem Konzept der inneren Variablen (siehe CHABOCHE
und ROUSSELIER, 1983) eine weitere innere Zustandsvariable eingeführt, deren
Wert die Lastgeschichte repräsentiert. Für das hier vorgestellte zyklische Sepa-
rationsgesetz soll diese innere Variable gemäß der Forderung iv) eine skalare,
dimensionslose Schädigungsvariable sein, die als »fundamentale Schädigung«
D bezeichnet sei. Die Lastgeschichte des Materialpunktes wird demnach durch
den aktuellen Schädigungszustand charakterisiert. Der zugrunde liegende Schä-
digungsprozess wird als irreversibel angenommen, eine Ausheilung geschädig-
ter Gebiete sei nicht möglich. Die Schädigungsvariable ist somit kumulativ, d. h.,
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ihre Rate ist nicht-negativ:
D˙ ≥ 0 . (3.6)










mit dem die Auswertung der CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung (3.3) erfolgen kann:
























s˙i − t0s0 ∂Γ
∂D
D˙ . (3.8)
Betrachtet man zunächst eine rein reversible Deformation mit D˙ = 0, so ist Un-
gleichung (3.8) nur für alle Deformationsraten s˙i erfüllt, wenn für die Koordina-














gilt. Die Koordinaten des Kohäsivspannungsvektors lassen sich demzufolge mit-
tels partieller Differenziation aus dem Kohäsivzonenpotenzial berechnen. Aus





















Diese Beziehung zeigt, dass durch den gewählten Ansatz (3.7) die Forderung aus
(3.2) erfüllt ist. Infolge der Kollinearität zwischen
#„
t und #„s kann die Modellierung
der vektoriellen Spannungs-Separations-Beziehung mithilfe der Effektivgrößen
auf die Formulierung der Beziehung zwischen den Skalaren τ und λ reduziert
werden. Für die im Folgenden vorgenommenen Untersuchungen wird es daher
als ausreichend erachtet, das Separationsgesetz im normierten τ -λ-Diagramm
zu diskutieren bzw. darzustellen.
Unter der Voraussetzung der konstitutive Annahmen (3.6) und (3.9) reduziert
sich (3.8) für alle Prozesse mit Schädigungsentwicklung auf
∂Γ
∂D
≤ 0 . (3.12)
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Auch für diese verbleibende Forderung an das Kohäsivzonenpotenzial ist eine





schreibt die innere, reversibel gespeicherte, d. h. durch Entlastung zurückgewinn-
bare, Energiedichte eines Materialpunktes in der Kohäsivzone mit dem Schädi-
gungszustand D und der aktuellen Deformation λ. In diesem Sinne fordert Un-
gleichung (3.12), dass mit Zunahme der Schädigung das Energieaufnahmever-
mögen bei gegebener Deformation sinkt.41 Unter Berücksichtigung von Forde-
rung vi) ergeben sich daraus weitere Charakteristiken für die Entlastungspfade
im τ -λ-Diagramm:
● Die Neigungen der Entlastungspfade nehmen mit steigender Schädigung
bei gleichem λ ab.
● Abgesehen vom Koordinatenursprung existieren keine Schnittpunkte zwi-
schen den Entlastungspfaden.
Die konkrete Spannungs-Separations-Beziehung zur Beschreibung eines Entlas-
tungspfades in Effektivgrößen bei gegebener SchädigungD folgt aus (3.10), der
partiellen Ableitung des Kohäsivzonenpotenzials nach der effektiven Separation
λ.
Aus Forderung iv) lassen sich für die fundamentale Schädigungsvariable D,
die bislang nur als skalar, dimensionslos und kumulativ eingeführt wurde, wei-
tere Eigenschaften ableiten. Demzufolge weist D den Charakter einer effektiven
Separation auf. Bei monotoner Belastung ist D identisch mit der jeweiligen effek-
tiven Separation λ. Unter beliebiger Belastung beschreibt D damit den aktuellen
Schädigungszustand durch einen Ort auf der Schädigungskurve, der durch eine
gedachte monotone Belastung erreicht werden müsste, um denselben Schädi-
gungszustand zu erhalten. Bezüglich dieses Schädigungsmaßes ist darüber hin-
aus zu bemerken, dass die Wahl im Sinne der weiteren Materialformulierung
zweckmäßig gewählt wurde. Andere Maße sind denkbar. Der Schädigungszu-
stand als physikalische Größe, die durch das Schädigungsmaß beschrieben
wird, hängt von der übertragbaren Kohäsivspannung und – im Falle monoto-
ner Belastung – damit von der maximal erreichten Position (Separation) auf der
monotonen Hüllkurve ab. Dies motiviert die Bezeichnung »fundamentale Schä-
digung« für D. Auch alle Zustände auf dem reversiblen Ast der monotonen Hüll-
kurve weisen einen Wert für die Fundamentalschädigung im Bereich 0 ≤ D ≤ 1
auf. Schädigungsinitiierung im physikalischen Sinne tritt an dem Punkt ein, an
dem der reversible Ast verlassen wird. In einem monotonen Belastungsfall initi-
iert die Schädigung damit beim Erreichen der Kohäsivfestigkeit (τ = 1, λ = 1)
mit dem Wert D = 1.42
41 In Analogie zu einer linearen Feder bedeutet dies eine sinkende Steifigkeit.
42 Die Annahme der (physikalischen) Schädigungsinitiierung bei D = 1 wird auch für die
im Folgenden vorgestellten zyklischen Kohäsivgesetze übernommen. Davon abweichende
Annahmen sind problemlos implementierbar, werden im Rahmen dieser Arbeit allerdings
nicht weiter diskutiert.
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Der Verlauf der monotonen Hüllkurve (engl. traction separation envelope, TSE)





λ, D = 1
)
, ∀ λ < 1
τ
(
λ, D = λ
)
, ∀ λ ≥ 1 . (3.13)
Die monotone Hüllkurve wird somit ebenfalls eindeutig durch das Kohäsivzonen-
potenzial beschrieben. Die Bruchenergiedichte Γ0 entspricht gemäß der Forde-






Die Ausführungen in diesem Abschnitt konkretisieren die Aufgaben zur Mo-
dellierung eines zyklischen Kohäsivgesetzes. Im Wesentlichen umfassen diese









. Diese Punkte werden im
Folgenden thematisiert. Alle bislang getroffenen Annahmen und Überlegungen
beruhen auf der Auswertung allgemeingültiger Prinzipien. In den folgenden Ab-
schnitten werden weitere konstitutive Annahmen vorgestellt sowie ausgewählte
Realisierungen von Γ und D˙ diskutiert. Das in Abschnitt 3.1 aufgeführte Anfor-
derungsprofil und der hier vorgestellte Formalismus stellen darüber hinaus den
Rahmen für weitere zyklische Kohäsivzonenmodelle zur Verfügung.





wurde in Abschnitt 3.2 eingeführt und als
(normierte) gespeicherte Energiedichte eines Materialpunktes interpretiert. Aus
dem Kohäsivzonenpotenzial ergeben sich mit dem ebenfalls dort vorgestellten
Formalismus die vektorielle Spannungs-Separations-Beziehung, die monotone
Hüllkurve sowie die Entlastungspfade. Der energetische Charakter des Potenzi-
als hat damit sowohl unter monotonen als auch zyklischen Belastungssituationen
Bestand. In diesem Punkt unterscheidet sich das hier eingeführte Potenzial fun-
damental von denen vergleichbarer Kohäsivzonenmodelle der Literatur. Beispiel-
haft sei das monoton-irreversible Kohäsivzonenmodell von ORTIZ und PANDOLFI
(1999) bzw. DE-ANDRÉS, PÉREZ und ORTIZ (1999) aufgeführt. Nach thermodyna-
misch konsistenter Herleitung der Separationsbeziehung (3.11) erfolgt die For-
mulierung des Kohäsivzonenpotenzials lediglich durch Integration der Funktion,
die die gewünschte monotone Hüllkurve beschreibt. Als zusätzliche konstituti-
ve Annahme wird das lineare Entlastungsverhalten nach CAMACHO und ORTIZ
(1996) herangezogen. Neben dem Verlust der energetischen Bedeutung des
Potenzials – es weist keine Abhängigkeit mehr vom Schädigungszustand auf –
wird darüber hinaus auch die Forderung vii) nicht erfüllt, wonach der reversible
3.3. Formulierung des Kohäsivzonenpotenzials 59
Ast der monotonen Hüllkurve identisch mit dem Entlastungspfad für verschwin-
dende Schädigung sein sollte. Auch das Kohäsivzonenpotenzial des zyklischen
Kohäsivgesetzes von BOUVARD u. a. (2009) weist diesbezüglich Defizite auf. Im
Gegensatz zu dem vorgenannten Modell werden hier zwar sowohl der Schädi-
gungseinfluss berücksichtigt als auch die Entlastungspfade konsistent abgeleitet,
die polynomiale Form der Hüllkurve lässt sich jedoch nicht aus dem Potenzial
bilden, sodass auch hier ein Widerspruch zwischen linearem Entlastungspfad
und nichtlinearem reversiblen Ast der Hüllkurve verbleibt.
In den folgenden Unterabschnitten werden zwei Potenziale für je ein Kohä-
sivzonenmodell mit exponentieller und bilinearer monotoner Hüllkurve vorge-
stellt.43
3.3.1. Exponentielles Kohäsivzonenpotenzial
Nach Auswertung aller bisher in Kapitel 3 genannten Anforderungen konnte










e− [1 + λF ] exp(1− λF )] . (3.15)
Es ähnelt in seinem Aufbau der Formulierung von ORTIZ und PANDOLFI (1999)
bzw. DE-ANDRÉS, PÉREZ und ORTIZ (1999). Die Erweiterungen dieses Potenzi-
































 1 , ∀ D < 11− [1− [D exp(1−D)]ε]ω , ∀ D ≥ 1 . (3.17)
Es werden drei weitere Modellparameter eingeführt. Die Parameter ε und ω be-
stimmen die Form der exponentiellen monotonen Hüllkurve (»Formparameter«).






enthaltene LAMBERT-FunktionW(c) ist wie folgt implizit definiert:





43 Die im Folgenden genutzten Bezeichnungen »exponentielles« und »bilineares« Kohäsivzo-
nenpotenzial beziehen sich nicht auf den mathematischen Ansatz des Potenzials sondern
auf die Funktion, die die monotone Hüllkurve beschreibt.















Eine Auswertung der LAMBERT-Funktion W(c) ist iterativ (Iterationsindex (i)) mit-














Wegen 0 < G
(
D
) ≤ 1 muss W(c) nur im Bereich −1/e ≤ c < 0 ausgewertet
werden. Der Graph der LAMBERT-Funktion in diesem Intervall ist in Abb. 3.2
dargestellt.
Mit dem damit vollständig vorgestellten Kohäsivzonenpotenzial können nun
über den zuvor beschriebenen Formalismus die gesuchten Gleichungen des Se-
parationsgesetzes ermittelt werden:
● Spannungs-Separations-Beziehung,
● monotone Hüllkurve sowie die
● Entlastungspfade.
Sie werden im Folgenden ausführlicher diskutiert. Anschließend erfolgt die Über-
prüfung der thermodynamischen Zulässigkeit mithilfe der Ungleichung (3.12).
Spannungs-Separations-Beziehung






= λGκF exp(1− λF ) . (3.20)






GκF exp(1− λF ) . (3.21)













ε = {1, 1.569, 2.46,
3.185, 4.95}
ω = {1, 2, 5,
10, 50}




Abb. 3.3.: Exponentielle monotone Hüllkur-
ven für verschiedene Formparameterkombi-
nationen (ε, ω) bei konstanter normierter












ω = {1, 2, 5, 10, 50}
Γ0(ε, ω = konst.)
Γ0 = e
Γrev = e− 2
Abb. 3.4.: Normierte Bruchenergiedichte Γ0
in Abhängigkeit von den Formparametern
ε und ω; gestrichelte Linie: reversibler Teil
Γrev = e− 2; Strichpunktlinie: Γ0 = e
Monotone Hüllkurve
Die monotone Hüllkurve ergibt sich aus der Auswertung von (3.13):
τTSE =
λ exp(1− λ) , ∀ λ < 11− [1− [λ exp(1− λ)]ε]ω , ∀ λ ≥ 1 . (3.22)
Sie stellt eine Verallgemeinerung des exponentiellen Ansatz von XU und NEEDLE-
MAN (1993) dar. Die Verallgemeinerung betrifft die Einführung der zwei Formpa-
rameter ε ≥ 1 und ω ≥ 1, mit denen die Form des entfestigenden Astes variiert
werden kann. Für ω > 1 besteht damit die Möglichkeit ein Plateau mit τ ≈ 1
zu etablieren. Der zweite Formparameter ε beeinflusst den Anstieg des entfesti-
genden Astes. Durch gleichzeitige Variation beider Formparameter können Hüll-
kurven mit unterschiedlicher Form und gleicher Fläche, d. h. gleicher normierter
Bruchenergiedichte Γ0, erzeugt werden. Für Γ0 = e sind einige Realisierungen
in Abb. 3.3 dargestellt. Die zugrunde liegende exponentielle Hüllkurve von XU
und NEEDLEMAN (1993) ergibt sich aus ε = 1 und ω = 1 mit Γ0 = e.
Zur Bestimmung der Formparameter in Abb. 3.3 wurde die normierte Bruch-
energiedichte formal in die Fläche unter dem reversiblen Ast und die unter dem
entfestigenden Ast geteilt:
Γ0 = Γ
rev + ΓDL . (3.23)







λ exp(1− λ) dλ = e− 2 ≈ 0.718 (3.24)







0 1 2 3 4
F
D










für κ = 0 und verschiedene Formparameterkombinationen (ε, ω)
mit Γ0 = e = konst.




τTSE(λ) dλ . (3.25)
Numerisch erzeugte Lösungen von (3.23) sind in Abb. 3.4 geplottet. Die für
Abb. 3.3 gewählten Formparameter lassen sich aus den Schnittpunkten der Kur-
ven ω = konst. mit der Geraden Γ0 = e ablesen.
Der Vergleich von (3.17) und (3.22) veranschaulicht die enge Verbindung




und der monotonen Hüllkurve:
τTSE =
{
λ exp(1− λ) , ∀ λ < 1
G(λ) , ∀ λ ≥ 1 . (3.26)




bei variierten Formparametern sei des-
halb auf die in Abb. 3.3 aufgetragenen Schädigungskurven τTSE(λ ≥ 1) ver-




ist in Abb. 3.5
dargestellt.
Entlastungspfade
Die Entlastungspfade werden durch (3.20) beschrieben. Für ε = 1, ω = 1 und
κ = 0 sind in Abb. 3.6 Pfade bei verschiedenen Schädigungszuständen abgebil-
det. Wie aus der Darstellung zu entnehmen ist, sinkt mit zunehmender Schädi-
gung die Krümmung der Entlastungspfade. Der glatte Übergang von ungeschä-
digtem zu geschädigtem Separationsverhalten ist ersichtlich. Der Einfluss des
Krümmungsexponenten κ ist in Abb.3.7 veranschaulicht. Bei festem D steigt mit
wachsendem κ die Krümmung der Entlastungspfade. Für κ = 1 tritt der Entlas-
tungspfad horizontal aus der monotonen Hüllkurve heraus, κ = 1 stellt damit
die obere Grenze dieses Parameters dar.

















Abb. 3.6.: Monotone Hüllkurve (ε = 1,
ω = 1) und Entlastungspfade (κ = 0) bei ver-
schiedenen Schädigungszuständen D = {1,











κ = {−1, 0,
0.5, 1}
Abb. 3.7.: Monotone Hüllkurve (ε = 1,
ω = 1) und Entlastungspfade bei D = 2.5
und verschiedenen Krümmungsexponenten κ
Thermodynamische Zulässigkeit
Zum Nachweis der thermodynamischen Zulässigkeit des in (3.15) vorgeschlage-





















wird dieser Forderung durch
∂Γ
∂F
≥ 0 , ∂Γ
∂G
≥ 0 , dF
dD
≤ 0 und dG
dD
≤ 0 (3.28)
Genüge getan. Die Auswertung der Ungleichung (3.28.d) führt mit D ≥ 1 auf
die Bedingungen ε ≥ 0 und ω ≥ 0, Ungleichung (3.28.c) mit 0 < G ≤ 1
auf die Bedingung κ ≤ 1. Diese Anforderungen an die Materialparameter
stellen keine Einschränkungen dar. Aus λ ≤ D folgt mit 0 < F ≤ 1 ferner
λF ≤ DF , woraus sich mit (3.16) der Wertebereich 0 < λF ≤ 1 ergibt. Mit
dieser Beziehung lassen sich leicht die aus der energetischen Interpretation be-
reits bekannte Eigenschaft des Kohäsivzonenpotenzials Γ ≥ 0 sowie die Er-
füllung der Ungleichung (3.28.a) zeigen. Schließlich führt die Auswertung von
Ungleichung (3.28.b) auf [κΓ]/G ≥ 0, woraus sich konsequenterweise die Be-
dingung κ ≥ 0 an den Krümmungsexponenten ableiten lässt. Diese Forderung
war in den bereits vorgestellten Beziehungen noch nicht enthalten.
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3.3.2. Bilineares Kohäsivzonenpotenzial
Analog zu den Ausführungen des vergangenen Unterabschnitts soll der Forma-
lismus nun für ein bilineares Kohäsivgesetz angewandt werden. Ein bilineares
Kohäsivgesetz beinhaltet eine bilineare monotone Hüllkurve und lineare Entlas-
















 1 , ∀ D < 11
D







1 , ∀ D < 1
λf −D
λf − 1 , ∀ D ≥ 1
. (3.31)
In (3.31) wird der Formparameter λf > 1 eingeführt. Er kennzeichnet im τ -λ-
Diagramm die normierte effektive Versagensseparation, d. h. den Schnittpunkt
des entfestigenden Astes der bilinearen Hüllkurve mit der Abszisse (τ = 0).
Spannungs-Separations-Beziehung





= λGblF bl . (3.32)
Monotone Hüllkurve








λ , ∀ λ < 1
Gbl(λ) , ∀ λ ≥ 1 . (3.33)
Bilineare monotone Hüllkurven für verschiedene Formparameter λf sind in





















λf = {2, 4, 6, 8}
D = 1, D = 0
D = λf
D = 1Γ0




















Abb. 3.9.: Bilineare monotone Hüllkurve
(λf = 8) und Entlastungspfade bei verschie-
denen SchädigungszuständenD = {2, 3, 4,
5, 6, 7}
Entlastungspfade
Die linearen Entlastungspfade werden durch (3.32) beschrieben. Pfade bei ver-
schiedenen Schädigungszuständen und festem λf sind in Abb. 3.9 abgebildet.
Thermodynamische Zulässigkeit
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≤ 0 , ∀ D ≥ 1 . (3.36)
Das bilineare Kohäsivzonenpotenzial erfüllt demnach alle Anforderungen.
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3.4. Formulierung der
Schädigungsentwicklungsgleichung
Die Entwicklungsgleichungen der fundamentalen Schädigung für ein monotones
(Index mon) bzw. monoton-irreversibles (Index mi) Kohäsivgesetz könnten als




formuliert werden (siehe Unterabschnitt 3.1.2). Hierbei sei mit
H(c) =
{
1 , ∀ c ≥ 0
0 , ∀ c < 0 (3.39)
die HEAVISIDE-(Sprung-)Funktion bezeichnet. Sie garantiert in (3.38), dass die
Schädigung nur entlang des entfestigenden Astes der monotonen Hüllkurve ak-





sivgesetzes muss darüber hinaus den Forderungen v), viii) bis x) sowie der Un-
gleichung (3.6) genügen. Zusammengefasst ergeben sich daraus drei Aufgaben
für die Modellierung:
1. Über ein geeignetes Maß für die Schädigungsrate muss für monotone
Belastungsbedingungen der Übergang zu D˙mon gewährleistet werden.
2. Die Schädigung darf nur unter Belastungsbedingungen, also bei positivem
λ˙, akkumulieren.
3. Die Schädigungsentwicklung setzt erst bei Erreichen einer schädigungsab-
hängigen Dauerfestigkeit ein, die ebenfalls zu definieren ist.















c , ∀ c ≥ 0
0 , ∀ c < 0 (3.41)
erfüllt diese Anforderungen. Die Rate der fundamentalen Schädigungsvariablen
setzt sich demnach aus einer Skalierungsfunktion
[
λ/D
]̺, der positiven Rate
der effektiven Separation 〈λ˙〉 und der Sprungfunktion H(λ− λe), mit der die
Dauerfestigkeitsseparation λe eingeführt wird, zusammen. Das Argument der
Skalierungsfunktion λ/D gewährleistet, dass die Schädigungsrate für Zustände
auf der Schädigungskurve identisch mit der Separationsrate ist. Mit zunehmen-
der Distanz von der Schädigungskurve nimmt die Schädigungsrate ab. Für die
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Skalierungsfunktion wurde ein einparametriger Potenzansatz gewählt. Der ein-
geführte Parameter ̺ sei als »Schädigungsexponent« bezeichnet.
Neben dieser anschaulichen Begründung für die gewählte Skalierungsfunkti-
on mit dem Argument λ/D, kann auch eine thermodynamisch motivierte Erklä-
rung gegeben werden. Den Ausführungen von BOUVARD u. a. (2009) folgend, ist
die zur fundamentalen SchädigungsvariablenD konjugierte thermodynamische
Kraft Y definiert als die negative partielle Ableitung des Kohäsivzonenpotenzials
nach D:
Y = − ∂Γ
∂D
. (3.42)
Diese Größe gilt als Triebkraft für die Schädigungsentwicklung. Da die Schä-
digungsentwicklungsgleichung unabhängig von der Form der monotonen Hüll-
kurve und damit der Wahl des Kohäsivzonenpotenzials formuliert sein soll, wird
(3.42) sowohl für das exponentielle als auch für das bilineare Separationsgesetz
ausgewertet.44 Dabei sei im Falle der exponentiellen Formulierung nur der Fall
κ = 0 betrachtet sowie die Näherung F
(
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In beiden Fällen ist die schädigungstreibende Größe eine Funktion des Quoti-
enten λ/D. Der gewählte Potenzansatz erscheint unter Berücksichtigung dieses
Aspektes folglich sinnvoll.
3.4.1. Zustandsabhängige lokale Dauerfestigkeit
Als Vorüberlegung zur Formulierung eines geeigneten Ansatzes für λe sei zu-
nächst das dauerfeste Verhalten eines irreversiblen Kohäsivgesetzes ohne zykli-
sche Schädigungsentwicklung (monoton-irreversibles Kohäsivgesetz) diskutiert.
Gemäß den Ausführungen in Unterabschnitt 3.1.2 bzgl. monoton-irreversibler
Kohäsivgesetze, kann für ungeschädigte Materialpunkte die Kohäsivfestigkeit
bzw. der Punkt (τ = 1, λ = 1) im τ -λ-Diagramm als Anfangsdauerfestigkeits-
grenze interpretiert werden. Entlang des reversiblen Astes der monotonen Hüll-
kurve darf beliebig oft be- und entlastet werden. Nach Schädigungsinitiierung
gilt dasselbe für die jeweiligen Entlastungspfade. Die Grenze des dauerfesten
Verhaltens verschiebt sich nur bei Schädigungsentwicklung entlang der Schädi-
gungskurve. Für separationsgesteuerte zyklische Belastungen bedeutet dies, dass
44 Der Ausdruck ∂Γ/∂D wurde bereits zur Überprüfung der thermodynamischen Zulässigkeit
in Abschnitt 3.3 ausgewertet.
45 Diese Näherung gestattet eine übersichtliche Darstellung ohne die LAMBERT-Funktion und
deren Ableitung.
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eine Erhöhung der Lastamplitude bzw. eine einzelne Überlast notwendig sind,
um sowohl Schädigungszustand als auch Dauerfestigkeitsgrenze zu ändern.
Für zyklische Kohäsivgesetze wurde mit der Forderung ix) die Einführung ei-
ner Anfangsdauerfestigkeit τ e0 ≤ 1 gefordert. Sie kennzeichnet das (normierte)
effektive Spannungsniveau, welches das Maximum einer spannungsgesteuerten
zyklischen Last mindestens aufweisen muss, um zyklische Schädigung (unterkri-
tische Schädigungsakkumulation bzw. Ermüdung) hervorzurufen. Während fort-
schreitender Schädigungsentwicklung sollte gemäß der Forderung x) das Niveau
der Dauerfestigkeit τ e monoton sinken. Weiterhin gelte für den Versagensfall
τ e
(












berücksichtigt diese Forderungen, wobei hierin die Annahme eingeflossen ist,
dass τ e ausschließlich vom aktuellen Schädigungszustand abhängt. Der neben
der Anfangsdauerfestigkeit τ e0 eingeführte Parameter α ≥ 1 sei als »Dauerfestig-
keitsexponent« bezeichnet. Für τ e0 = 1 und α = 1 entspricht die Dauerfestigkeits-
grenze exakt der Schädigungskurve, wodurch der Übergang zum monotonen
bzw. monoton-irreversiblen Kohäsivgesetz vollzogen werden kann. Die Abhän-
gigkeit der Dauerfestigkeit von der fundamentalen Schädigungsvariablen ist für
verschiedene α und festem τ e0 in Abb. 3.10 dargestellt. Sowohl in diesem Dia-
gramm als auch in der folgenden Diskussion wird von einem exponentiellen
Kohäsivgesetz ausgegangen. Die genannten Zusammenhänge gelten aber ana-
log auch für das bilineare Kohäsivgesetz.
Gleichung (3.45) beschreibt die Dauerfestigkeitsgrenze als effektives Kohä-
sivspannungsniveau. Dies entspricht auch den Forderungen von LEMAITRE
(1996, S. 96–98), zitiert u. a. von ROE und SIEGMUND (2003); BOUVARD u. a.
(2009), an eine Schädigungsentwicklungsgleichung. Mithilfe der Überlegung,




, der in diesem Fall
eher als Wiederbelastungspfad aufgefasst werden muss, und der Gerade












1− λeF ) , (3.46)

























verhalten sie sich nicht monoton.
Der Schädigungsexponent α bestimmt durch den Ansatz in (3.45) das Verhält-





ler Last, die für weitere Schädigungsentwicklung notwendig ist. In diesem Sinne













α = {1, 1.5,
2, 5}









(gestrichelte Linien) für verschiedene Dau-
erfestigkeitsexponenten α und τe0 = 0.8,











α = {1, 1.1, 1.2,
1.5, 2, 5, 10}
Abb. 3.11.: Dauerfestigkeitskurven τe(λe)
für verschiedene Dauerfestigkeitsexponenten
α und τe0 = 0.8, ε = 1, ω = 1, κ = 0 (Voll-
linien); gestrichelte Linie: monotone Hüllkurve
mit Schädigungskurve
kann die Schädigungskurve auch als obere Grenze für Schädigungsentwicklung
interpretiert werden. Die untere Grenze für Schädigungsentwicklung ergibt sich
aus dem Pfad τ e(λe). Er kann aus (3.45) und (3.47) durch Elimination der fun-
damentalen Schädigung D gewonnen werden. Entsprechende Parameterplots
sind in Abb. 3.11 abgebildet (Parameter 1 ≤ D ≤ ∞). Während die monotone
Hüllkurve alle zulässigen Zustände eines Materialpunktes einschließt, begrenzt
der im Folgenden als »Dauerfestigkeitskurve« bezeichnete Pfad τ e(λe) alle als
dauerfest einzustufende Zustände. Alle Punkte links der Dauerfestigkeitskurve
können als dauerfest bewertet werden, zwischen Dauerfestigkeits- und Schädi-
gungskurve findet Schädigungsentwicklung statt. Für τ e0 = 1 und α = 1, dem
irreversiblen Kohäsivgesetz ohne zyklische Schädigungsentwicklung, sind beide
Kurven identisch.
3.4.2. Analytische Integration
Zur Auswertung der Schädigungsentwicklungsgleichung (3.40) kann in den Fäl-


















① − [λres]̺+1 . (3.49)
Über (3.49) lässt sich die fundamentale Schädigung D② des Endpunktes eines
Belastungsschrittes ① → ② berechnen, für den der Deformationszustand mit
λ② bekannt ist. Mit den Größen D① und λ
res werden die fundamentale Schä-
digung des Anfangszustands sowie die effektive Separation beim Einsetzen der
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λ① λ





Abb. 3.12.: Beispiel eines dreiphasigen Belastungszyklus: i) monotone Erstbelastung entlang
der monotonen Hüllkurve bis λ = D①, ii) anschließende Entlastung bei konstanter Schädigung
D = D① bis λ = λ① und iii) Wiederbelastung λ① ≤ λ ≤ λ② mit Schädigungsentwicklung





Schädigungsentwicklung bezeichnet. Sie sind ebenfalls bekannt. Gemäß den









bestimmen. Der Belastungsprozess setzt sich somit aus einem Teil innerhalb des
dauerfesten Bereichs (λ① ≤ λ < λres) und einem Teil mit Schädigungsentwick-
lung (λres ≤ λ ≤ λ②) zusammen. Eine Illustration der soeben beschriebenen
Belastungssituation zuzüglich der monotonen Erstbelastung sowie der anschlie-
ßenden Entlastung befindet sich in Abb. 3.12.
3.4.3. Schädigungsentwicklungsgleichung für bilineares
Kohäsivgesetz
Für das bilineare Kohäsivgesetz ist die Schädigungsentwicklungsgleichung be-





Dementsprechend kann auch die analytische Integration gemäß (3.49) erfolgen.
Unterschiede bestehen in der Definition der Dauerfestigkeitsseparation, da sich






















sowie die Dauerfestigkeitskurven für verschiedene Dauerfestigkeitsex-
ponenten dargestellt.

















α = {1, 1.5,
2, 5}









(gestrichelte Linien) für verschiedene Dau-
























tigkeitsexponenten α und τe0 = 0.8, λf = 8
(Volllinien); gestrichelte Linie: monotone
Hüllkurve mit Schädigungskurve
3.4.4. Diskussion
Der in Abb. 3.12 dargestellte Lastzyklus suggeriert einen tangentialen Über-
gang von Entlastungs- zu Wiederbelastungspfad, der durch die Schädigungs-
entwicklungsgleichung (3.40) i. Allg. allerdings nicht gewährleistet wird. Tangen-
tiales Verhalten in dem Sinne, dass Entlastungs- und Wiederbelastungspfad am
Schnittpunkt des Entlastungspfades mit der Dauerfestigkeitskurve denselben An-







realisiert werden.46 Jedoch erlaubt die kompakte Struktur von (3.52) aufgrund




keine analytische Integration, die vergleichbar mit
(3.49) wäre. Deshalb wurde hier die multiplikativ strukturierte Entwicklungsglei-
chung (3.40) bevorzugt.47 Der Einfluss des »Knicks« in den Spannungs-Separati-
ons-Pfaden ist im Bereich technisch relevanter Schädigungsexponenten ̺ > 1 im
Vergleich zu den dadurch gewonnenen numerischen Vorteilen vernachlässigbar
(siehe Abb. 3.12).
Die Verwendung der analytisch integrierten Entwicklungsgleichung (3.49) setzt
streng genommen voraus, dass während des gesamten Belastungsprozesses die
Bedingungen λ˙ ≥ 0 und λ > λe(D) gültig sind. Aufgrund der nicht-monotonen
Dauerfestigkeitsseparation (siehe Abb. 3.10) kann nicht für den gesamten Schä-
digungsbereich D ≥ 1 und alle Parameterkombinationen der analytische Nach-
weis für dλe ≤ dλ erbracht werden. Es ist deshalb notwendig, nach Auswertung
46 Eine tangentiale Formulierung bewirkt einen glatten Verlauf der Materialtangente beim
Übergang von reversiblem zu Schädigung akkumulierendem Materialverhalten. Dies ist
i. Allg. numerisch robuster als ein Steifigkeitssprung.
47 Jedem der drei Faktoren in (3.40) kann eine Funktion bzgl. Skalierung, Schädigungsinitiie-
rung (Dauerfestigkeitsgrenze) und Belastungsrichtung zugeordnet werden.
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von (3.49) zu prüfen, ob der Belastungspfad die Dauerfestigkeitskurve geschnit-




muss D② mit der Inversen von
(3.47) neu berechnet werden: D② = D(λ
e = λ②). Dies ist gleichbedeutend mit
einer Projektion des Zustands auf die Dauerfestigkeitskurve.
Infolge der reduzierten Anfangsdauerfestigkeit τ e0 ≤ 1 initiiert die funda-
mentale Schädigung nicht am Maximum (Scheitelpunkt) der monotonen Hüll-








τTSE = τ e0
)
. Dies hat für monotone Belastungen keine Auswirkungen,
wohl aber für zyklische. Unter zyklischer Belastung – unabhängig ob separa-
tions- oder spannungsgesteuert – akkumuliert die Schädigung für D < 1 ge-
mäß (3.40). Wegen F
(
D ≤ 1) = 1 und G(D ≤ 1) = 1 (vergleiche (3.16) und
(3.17)) hat diese Entwicklung keinerlei Veränderung der Dauerfestigkeitsgrenze
oder des Entlastungspfades zur Folge, sondern ruft eine makroskopisch beob-
achtbare Inkubationszeit der Schädigungsentwicklung hervor, d. h., die Wirkung
der fundamentalen Schädigung ist nicht erkennbar. Während der Lastzyklen in
denen sich die fundamentale Schädigung im Bereich Dinit ≤ D ≤ 1 entwickelt,
weist der Materialpunkt scheinbar reversibles Separationsverhalten auf.
3.5. Einführung einer energetisch motivierten
Schädigungsvariablen
Im Rahmen der Schädigungsmechanik wird der Schädigungszustand eines Ma-
terialpunktes üblicherweise durch die skalare Schädigungsvariable 0 ≤ D ≤ 1
charakterisiert, deren Wertebereichsgrenzen den intakten (D = 0) und ausgefal-
lenen Zustand (D = 1) beschreiben. Diese Schädigungsvariable gestattet nach
LEMAITRE (1996, S. 12) die Interpretation als Mikrodefektdichte (pro Flächenein-
heit). In dem in dieser Arbeit vorgestellten zyklischen Kohäsivzonenmodell wurde
der Schädigungszustand bislang stets durch die fundamentale Schädigungsva-
riable D ausgedrückt, die in Abschnitt 3.2 als maximal erreichte effektive Se-
paration eines monotonen Vergleichsprozesses eingeführt wurde und Vorteile
hinsichtlich der Materialformulierung sowie bei der Implementierung des Sepa-
rationsgesetzes aufweist. Für die Bewertung des Schädigungszustands der Kohä-
sivzone ist deshalb eine Vorschrift zur Konvertierung dieser beiden Schädigungs-
maße wünschenswert. Der Argumentation folgend, auf deren BasisD eingeführt
wurde, entspricht diese Konvertierung der Verteilung der Schädigungsvariablen
D auf der Schädigungskurve (entfestigender Ast der monotonen Hüllkurve).
Eine energetisch motivierte Schädigungsvariable wurde von DE-ANDRÉS, PÉREZ
und ORTIZ (1999) vorgeschlagen. Nach diesem Ansatz, der u. a. auch im Mo-
dell von ORTIZ und PANDOLFI (1999) angewandt wird, entspricht die Schä-
digung dem Verhältnis aus dem Wert des bei der maximal erreichten Se-
paration ausgewerteten Kohäsivzonenpotenzials und der Bruchenergiedichte,
DORTIZ = ΓORTIZ(λmax)/Γ0. Abgesehen von dem Motiv, ein energetisches Maß
48 Der Effekt tritt nur für sehr kleine Werte von ̺ < 1 auf, die für reale Werkstoffe keine
Bedeutung haben sollten.
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zur Bewertung der Schädigung zu nutzen, erscheint diese Definition aus meh-
reren Gründen fragwürdig. Ein wesentlicher Kritikpunkt betrifft die bereits in
Abschnitt 3.3 erläuterte Diskrepanz in der Interpretation des Kohäsivzonenpo-
tenzials. Der Ausdruck ΓORTIZ(λmax) entspricht nämlich nicht der inneren Ener-
giedichte eines Materialpunktes mit der Separation λmax, sondern vielmehr der
Gesamtarbeit (pro Flächeneinheit) eines monotonen Lastschrittes im Bereich
0 ≤ λ ≤ λmax entlang der monotonen Hüllkurve.49
Das zweite Argument gegen das vorgeschlagene Schädigungsmaß betrifft den
Punkt der Schädigungsinitiierung von DORTIZ . Da für jeden Punkt auf der mono-
tonen Hüllkurve ein Potenzialwert ΓORTIZ berechnet werden kann, werden auch
den bisher als reversibel und ungeschädigt eingestuften Punkten auf dem rever-
siblen Ast Schädigungswerte zugeordnet. Für den Scheitel der monotonen Hüll-
kurve, dies ist der Ort, wo der Prozess des Abbaus der maximal übertragbaren
Kohäsivspannung einsetzt, gilt DORTIZ(λ = 1) > 0. Die Annahme, dass die Schä-
digung ein Maß für den Abbau der maximal übertragbaren Kohäsivspannung
ist, ist damit nicht vereinbar.
Schließlich ist die Schädigungsentwicklung als ein irreversibler und dissipa-
tiver Vorgang eingeführt worden. Ein Maß, das dessen Fortschritt beschreiben
soll, sollte deshalb auch einen dissipativen Charakter aufweisen und kann sich
schwerlich aus den reversiblen Eigenschaften ableiten lassen. Diese Argumenta-
tion motivierte den hier vorgeschlagenen Ansatz D = D/Γ0, der, im Vergleich
zum soeben diskutierten, anstelle des Kohäsivzonenpotenzials die mit t0s0 nor-
mierte Dissipationsdichte D nutzt.50 Für alle Zustände auf dem reversiblen Ast
der monotonen Hüllkurve gilt D = 0, sodass die Schädigung tatsächlich erst




Grenzübergang weiterhin D = Γ0, wodurch die Bedingung D
(
D →∞) = 1
ebenfalls erfüllt wird. Unter beliebiger zyklischer Belastung hängt die dissipierte
Energiedichte eines Materialpunktes allerdings von der Lastgeschichte ab. Ein
durch die Zustandsgrößen λ und D im τ -λ-Diagramm eindeutig beschriebe-
ner Punkt kann auf unterschiedlichen Pfaden mit unterschiedlicher Dissipation
erreicht werden.51 Materialversagen setzt demzufolge auch nicht zwingend bei
D = Γ0, sondern schon bei deutlich geringeren Werten ein. Aus diesen Gründen










Die Schädigung infolge eines beliebigen Lastprozesses wird damit durch einen
monotonen Vergleichslastprozess, der zu demselben Schädigungszustand D
49 Dieser Widerspruch ist umso beachtlicher, wenn man bedenkt, dass DE-ANDRÉS, PÉREZ und
ORTIZ (1999) die Größe ΓORTIZ explizit als »free energy potential« einführten.
50 Ein vergleichbarer Ansatz wurde von TURON u. a. (2007) anhand eines bilinearen mono-
ton-irreversiblen Kohäsivgesetzes vorgestellt.





gig, was ein Ausdruck der Potenzialeigenschaft von Γ ist.















0.9 D → 1
D
Γ0 −D
Abb. 3.15.: Verteilung der Schädigungsvaria-
blen 0 ≤ D ≤ 1 entlang der Schädigungs-
kurve (ε = 1, ω = 1, Volllinie) und zuge-
hörige Entlastungspfade (κ = 0, gestrichel-
te Linie); die eingefärbten Gebiete beziehen
sich auf D = 0.5 und überdecken gemäß











Abb. 3.16.: Beispiel eines dreiphasigen Be-
lastungszyklus: i) monotone Erstbelastung ent-
lang der monotonen Hüllkurve bis λ = D①,
ii) anschließende Entlastung bei konstanter
Schädigung D = D① bis λ = λ① und iii)
Wiederbelastung λ① ≤ λ ≤ λ② mit Schädi-








→ A–C–D–B, D → E–D–B
führt und die normierte Dissipationsdichte Dmon(λmax = D) aufweist, beschrie-
ben. Die Maximallast des monotonen Vergleichsprozesses λmax entspricht exakt
der fundamentalen Schädigung, für die die konvertierte Schädigung D gesucht
wird. Der mit (3.53) beschriebene Zusammenhang ist in Abb. 3.15 veranschau-
licht.
Die Berechnung der normierten Dissipationsdichte D wird im Folgen-
den anhand eines beliebigen Belastungsschrittes mit Schädigungsentwicklung
(λ① → λ②, D˙ > 0) vorgestellt. Der Lastprozess ist in Abb. 3.16 skizziert. Die Flä-
che A–C–D–B unter dem dargestellten Lastpfad zwischen λ① und λ② entspricht
der mit t0s0 normierten Gesamtarbeit (pro Flächeneinheit) W tot①→②. Die jeweils
gespeicherten (normierten) Energiedichten des Anfangs- und Endzustands wer-












bzw. durch die Flächen unter den Entlastungspfaden O–A–B und O–C–D be-
stimmt. Die gesuchte (normierte) Dissipationsdichte ist folglich die Fläche E–D–B
bzw. die Differenz zwischen einerseits der Summe aus gespeicherter Energiedich-





①→② − Erev② .52 (3.54)
Während die Potenziale analytisch mit (3.15) berechnet werden können, muss
das Integral entlang des Lastpfades numerisch unter Nutzung von (3.16), (3.17),
52 Eine vergleichbare Zerlegung wurde auch von LEUSCHNER u. a. (2015) vorgestellt.
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Für Lastfälle, in denen keine Schädigungsentwicklung stattfindet, gilt D = 0. Die
Gesamtarbeit dieser reversiblen Prozesse entspricht dann der Differenz der ge-
speicherten Energien. Ändert sich nur die Richtung von Separations- und Kohä-
sivspannungsvektor, ohne dass die Effektivgrößen oder die Schädigung davon
beeinträchtigt werden, ist der jeweilige Prozess ebenfalls als reversibel zu bewer-
ten.
Zur Berechnung der gesuchten normierten Dissipationsdichte Dmon eines mo-
notonen, im Bereich 0 ≤ λ ≤ λmax separationsgesteuerten Prozesses können
(3.22), (3.54) und (3.55) zu
Dmon(λmax) = λmax∫
λ=0
τTSE(λ) dλ− Γ(λ = λmax, D = λmax) (3.56)
zusammengefasst werden. Die Kombination aus (3.53) mit der für λmax = D





. Da auch für das in (3.56) enthaltene Integral keine ana-
lytische Lösung existiert, muss die Konvertierung numerisch erfolgen.











und nichtlineare Optimierung. Aufgrund der Ab-
hängigkeit der Schädigungskurve von den Formparametern ε und ω sowie den




als auch die Fitparameter Funktionen der genannten Kohäsivparameter. Einige
numerisch erzeugte Ergebnisse der Parameteridentifikation sind für den Bereich
0.1 ≤ ε ≤ 10 in Abb. 3.17 dargestellt. Der Parameter β hängt demnach aus-
schließlich und indirekt proportional vom Formparameter ε ab. Demgegenüber
zeigt sich für den Parameter γ eine ausgeprägte Abhängigkeit von jedem der
drei Kohäsivparameter. Mit steigenden Werten für ε, ω oder κ nimmt auch γ zu.
Es sei an dieser Stelle ausdrücklich darauf hingewiesen, dass die Konvertie-
rung der Schädigungsvariablen im Rahmen des Postprocessings durchgeführt
wird. Die Verwendung des soeben beschriebenen Näherungsansatzes (Kurven-
fit) hat keine Auswirkung auf die Genauigkeit der FE-Berechnung.














ω = {1, 2, 5}
γ(ε, ω, κ)
κ = {0, 1}
κ = {0, 1}
κ = {0, 1}
Abb. 3.17.: Fitparameter β (Volllinie) und γ in Abhängigkeit von ε = 0 . . . 10, ω = {1, 2, 5}
und κ = {0 (Strichpunktlinie), 1 (gestrichelte Linie)}
Konvertierung der Schädigungsvariablen beim bilinearen Kohäsivgesetz





Dies erübrigt sowohl die numerische Auswertung von Integralen als auch den
beschriebenen Kurvenfit. Es gilt
Dbl =
D − 1
λf − 1 . (3.58)
3.6. Zusammenfassung des Gleichungssatzes
Nachdem in den vergangenen Abschnitten das zyklische Kohäsivgesetz aus all-
gemeinen Prinzipien heraus abgeleitet und die jeweiligen Materialgleichungen
formuliert wurden, sollen im Folgenden die für die Implementierung des Geset-
zes notwendigen Gleichungen zusammengefasst werden. Dabei wird ggf. zwi-
schen denen des exponentiellen und des bilinearen Kohäsivgesetzes unterschie-





wird anhand der im Anhang (Abschnitt A.2) beschriebenen Gleichungen bereit-
gestellt. Alle in Tab. 3.1 nicht aufgeführten Beziehungen zur Berechnung der














sowie der normierten Dissipationsdichte D sind dem Pre- und Postpro-
cessing zuzuordnen und daher für die Implementierung des Kohäsivgesetzes
in Form einer nutzerdefinierten Materialroutine von untergeordneter Bedeutung.
Des Weiteren sind in Tab. 3.2 alle bisher eingeführten Parameter des zyklischen
Kohäsivgesetzes aufgelistet.













































































Tab. 3.1.: Gleichungssatz des exponentiellen bzw. bilinearen zyklischen Kohäsivgesetzes
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Parameter Beschreibung exponentiell bilinear
t0 Kohäsivfestigkeit X X
s0 Kohäsivlänge X X
Γ0 normierte Bruchenergiedichte X X
τ e0 Anfangsdauerfestigkeit X X
ε Formparameter der exponentiellen
Hüllkurve
X
ω Formparameter der exponentiellen
Hüllkurve
X




α Dauerfestigkeitsexponent X X
̺ Schädigungsexponent X X
β Fitparameter zur Konvertierung der
Schädigungsvariablen
X
γ Fitparameter zur Konvertierung der
Schädigungsvariablen
X
Tab. 3.2.: Übersicht der Parameter des exponentiellen bzw. bilinearen zyklischen Kohäsivgeset-
zes
Abschließend sollen die wesentlichen Eigenschaften des zyklischen Kohäsivge-
setzes zusammenfassend visualisiert werden. Dazu sind in Abb. 3.18 ein exem-
plarischer Kohäsivspannungs-Separations-Pfad mit der jeweiligen Entwicklung
der Schädigung D sowie in Abb. 3.19 der entsprechende Lastverlauf λ(N) dar-
gestellt (Lastspielzahl N ). Des Weiteren wird die Schädigungsakkumulation an-
hand der Kurven D(N) und D(N), d. h. mit beiden Schädigungsvariablen, wie-
dergegeben. Die Darstellungen veranschaulichen insbesondere
● das exponentielle monotone Separationsverhalten,
● die nichtlinearen Entlastungspfade,
● die zyklische Schädigungsentwicklung (sukzessiver Abbau der Kohäsivfestig-
keit) inkl.
● der schädigungsabhängigen Dauerfestigkeit,
● den Charakter der monotonen Hüllkurve sowie
● die Entwicklung der Fundamentalschädigung D im Vergleich zur Entwick-















Pfad (Volllinie) und Schädigungsentwicklung
(Strichpunktlinie) für zyklische separationsge-
steuerte Belastung (siehe Abb. 3.19); gestri-
chelte Linie: monotone Hüllkurve und Dauer-
festigkeitskurve; exponentielles Kohäsivgesetz

















Abb. 3.19.: Lastverlauf λ(N) des in
Abb. 3.18 dargestellten Kohäsivspannungs-
Separations-Pfades (Volllinie), Entwicklungen
der Schädigungsvariablen D (gestrichelte Li-
nie) und D (Strichpunktlinie) in Abhängigkeit
von der Lastspielzahl N
3.7. Kontaktformulierung
Die gesamte bislang vorgestellte Kohäsivzonenmodellierung setzt die Erfüllung
der Ungleichung
sn ≥ 0 (3.1)
voraus (siehe auch Unterabschnitt 2.1.5). Diese Bedingung nimmt eine gewis-
se Sonderstellung im Rahmen des Kohäsivzonenmodells ein, da sie trotz ihrer
fundamentalen Bedeutung bislang weder in die Formulierung des Separations-
gesetzes eingegangen ist noch die numerische Implementierung des Kohäsivzo-
nenelements beeinflusst hat. Die Ursache hierfür liegt darin begründet, dass der
Fall sn = 0 ein Grenzfall für das Kohäsivzonenmodell ist, was sich aus der fol-
genden Fallunterscheidung ergibt. Mit anderen Worten entscheidet erst die Aus-
wertung von (3.1), ob das Kohäsivzonenmodell (Gleichungssatz in Abschnitt 3.6)
für den jeweiligen Deformationszustand überhaupt anwendbar ist. Unter dieser
Voraussetzung ist die Annahme, die Bedingung (3.1) bei der Modellierung des
Separationsgesetzes als erfüllt anzusehen, gerechtfertigt.
3.7.1. Fallunterscheidung
Fall A: Modus I, Öffnungsmodus Für st = 0, d. h. verschwindender Tangenti-
alseparation, und sn ≥ 0 liegt eine (im bruchmechanischen Sinne) reine Modus-
I-Beanspruchung vor. Es gilt sn = s0λ.
Fall B: Kohäsiver Schermodus Für sn & 0, d. h. minimaler positiver Normal-
separation, und beliebiger Tangentialseparation st liegt ein Schermodus vor. Un-
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gleichung (3.1) ist erfüllt, es gilt st ≈ s0λ.
Das Separationsverhalten kann im Fall A für positive sn und im Fall B für po-
sitive und negative st ohne Einschränkung mithilfe des Gleichungssatzes aus
Abschnitt 3.6 beschrieben werden.
Für sn = 0 besteht zwischen den Ufern der Kohäsivzone Kontakt. Die Wechsel-
wirkung zwischen den Ufern der Kohäsivzone ist damit nicht mehr allein durch
das in den vorangegangenen Abschnitten beschriebene Kohäsivgesetz erfasst.
Dies trifft für die reine Kompression (Fall C) mit verschwindender Tangentialse-
paration als auch für st 6= 0 (Fall D) zu.
Fall C: Reine Kompression Bezüglich der Übertragung von Druckspannungen,
d. h. negativen Normalspannungen tn < 0, durch die Kohäsivzone bei sn = 0
und st = 0, wurde bislang noch keine Aussage getroffen. Unter der Vorausset-
zung, dass im Druckbereich kein Schädigungsmechanismus aktiviert wird, ist die
einfachste Modellvorstellung, dass sich die Kohäsivzone dann wie ein volumen-
und masseloser Starrkörper verhält, demnach eine vollständige Übertragung der
Druckspannungen gewährleistet und keine Überlappung der angrenzenden Teil-
körper zulässt. Die Ungleichung (3.1) würde durch eine (theoretisch) unendliche
Steifigkeit im Bereich tn < 0 eingehalten. Eine entsprechende Kontaktformulie-
rung bzw. ein Spannungs-Separations-Gesetz für den Kompressionsbereich als
numerische Näherungslösung wird in Unterabschnitt 3.7.2 vorgestellt.
Fall D: Schermodus mit Kompression: Schädigung, Reibung und Kontakt
Für sn = 0 und st 6= 0 ist ein Reibgesetz erforderlich, das nach dem Versagen
der Kohäsivzone das Gleitverhalten der getrennten Teilkörperoberflächen be-
schreibt. Im Kohäsivzonenmodell von TVERGAARD (1990) wurde beispielsweise
ein COULOMBsches Reibgesetz implementiert. Im Einklang mit anderen etablier-
ten zyklischen Kohäsivzonenmodellen (z. B. NGUYEN u. a., 2001; YANG, MALL
und RAVI-CHANDAR, 2001; ROE und SIEGMUND, 2003; BOUVARD u. a., 2009)
werden im Rahmen dieser Arten die Reibeffekte vernachlässigt.53
Ungleichung (3.1) muss sowohl während des Trennungsvorgangs als auch
danach erfüllt sein. Für große Tangentialseparationen können diese Anforde-
rungen (bzgl. Reibung und Kontakt) nicht mehr im Rahmen eines erweiterten
Separationsgesetzes realisiert werden, da die jeweiligen Kontakt- bzw. Reibflä-
chen nicht mehr den im Ausgangszustand zueinander gehörenden Ufern der
Kohäsivzone entsprechen müssen. Aus diesem Grunde ist eine Implementierung
der Ungleichung (3.1) innerhalb eines finiten Kohäsivzonenelements nur für
kleine Tangentialseparationen zweckmäßig. Im Allgemeinen sollten stattdessen
die Kontaktalgorithmen der FE-Programme zusätzlich zur Kohäsivzonenmodel-
lierung genutzt werden. Für eine ausführliche Beschreibung dieser Problematik
sei auf (BOSCH, SCHREURS und GEERS, 2007) verwiesen.








Abb. 3.20.: Entlastungspfad für κ = 0, D = 3 und Spannungs-Separations-Pfade gemäß
der Strafparameterformulierung für negative Normalseparation, µ = {0.003, 0.01, 0.02};
Volllinie: Monotone Hüllkurve des exponentiellen Kohäsivgesetzes (ε = 1, ω = 1)
3.7.2. Kontaktformulierung mit Strafparameter
Das hier vorgestellte Spannungs-Separations-Gesetz stellt eine Näherungslö-
sung für die Bedingung sn = 0 im Druckbereich tn < 0 dar. Das Prinzip dieser
Kontaktformulierung beruht auf einer massiven, durch einen Strafparameter ge-
steuerten, Erhöhung der Steifigkeit der Kohäsivzone im Falle negativer Normal-
separation. Der Übergang von positiver zu negativer Normalseparation wird
als stetig und glatt angenommen. Der jeweilige Schädigungszustand des Ma-
terialpunktes muss deshalb berücksichtigt werden. Diese Forderungen werden













, ∀ sn < 0 (3.60)








) , ∀ sn < 0 (3.61)
erfüllt. Es gelten (3.16) und (3.17) bzw. (3.30) und (3.31). Für alle in dieser Ar-
beit dokumentierten Simulationen mit exponentiellem Kohäsivgesetz wurde der
Strafparameter µ = 0.001 genutzt. Abweichend davon sind in Abb. 3.20 exem-
plarisch die Spannungs-Separations-Pfade für µ = {0.003, 0.01, 0.02} darge-
stellt.
Die Anwendbarkeit von (3.60) und (3.61) beschränkt sich infolge der Kollinea-
ritätsforderung (3.2) auf die Fälle st = 0. Für st 6= 0 wird die lokale Momenten-
gleichgewichtsbedingung verletzt. Ein im Sinne einer FE-Simulation konvergierter
»Gleichgewichtszustand« weist darüber hinaus für alle sn < 0 einen Fehler auf,
der dem Näherungscharakter der Lösung zugeschrieben und toleriert wird. Im
Grenzübergang s−n → 0 wird der Zustand erreicht, bei dem sowohl die Kräfte-






Stabile Rissausbreitung unter zyklischer unterkritischer Belastung wird als Ermü-
dungsrisswachstum (engl. fatigue crack growth, FCG) bezeichnet. In diesem Zu-
sammenhang bedeutet Stabilität, dass sich die zur Rissausbreitung notwendige
Energie aus der äußeren Belastung speist und Rissfortschritt eine (zyklische) Erhö-
hung des äußeren Lastniveaus erfordert (siehe KUNA, 2010, S. 18 f.). Andernfalls
kommt es zum Rissstillstand. Unter der Annahme, dass der Ermüdungsbruchvor-
gang durch dasK-dominierte Nahfeld kontrolliert wird, darf dasK-Konzept der
linear-elastischen Bruchmechanik angewandt werden. Die zyklische, d. h. wech-
selnde, Last wird über den zyklischen Spannungsintensitätsfaktor
∆K = Kmax −Kmin (4.1)
beschrieben, wobei Kmax und Kmin die Maximal- und Minimalwerte54 der Last-
Zeit-Funktion K(t) sind und ∆K die Schwingbreite verkörpert. Die als Lastver-





Der zyklische Spannungsintensitätsfaktor kann damit auch als Funktion der
Oberlast und des Lastverhältnisses formuliert werden:
∆K = Kmax [1−R] . (4.3)
Die Belastungsgrößen sind in Abb. 4.1 grafisch dargestellt. Mittelwert und Am-








Kmax [1−R] . (4.5)
Die obere Schranke für unterkritische Belastung ist durch die Beziehungen
Kmax = Kc bzw. ∆K = ∆Kc = Kc [1−R] gegeben, wobei Kc den kritischen
54 Für Kmax wird im Folgenden auch die Bezeichnung »Oberlast« verwendet.











Abb. 4.1.: Last-Zeit-Funktion K(t) für Belastung mit konstanter Amplitude und Periodendauer
tP (Dauer eines Lastspiels)
Wert der Bruchzähigkeit bezeichnet. Die untere Schranke für Ermüdungsrissaus-
breitung wird durch den Schwellenwert der Spannungsintensität (engl. threshold
stress-intensity range) ∆Kth beschrieben. Zyklische Lasten unterhalb des Schwel-
lenwertes bewirken keine Rissausbreitung, der Riss gilt dann als nicht ausbrei-
tungsfähig. Nach KUNA (2010, S. 119) wird ∆Kth deshalb auch als »bruchme-
chanische Dauerfestigkeit« bezeichnet.
In Abb. 4.2a) sind die Skizze eines rissbehafteten Bauteils sowie der K-do-
minierte Bereich um die Rissspitze dargestellt. Die Ausmaße des K-dominierten
Bereichs werden durch die Länge rK repräsentiert.55 Der Schädigungsprozess
vor der Rissspitze läuft innerhalb der Schädigungsprozesszone (engl. damage
process zone, DPZ) ab. Die Schädigungsprozesszone ist eingebettet in denK-do-
minierten Bereich. Es gilt rDPZ ≪ rK (siehe Abb. 4.2b)). Gemäß der Abb. 4.2a)
wird die Gesamtrisslänge mit a bezeichnet. Die Rissverlängerung bzgl. der An-
fangsrissspitze bei x1 = 0 sei als ∆a eingeführt.
Ermüdungsrisswachstum, d. h. das Risswachstum infolge zyklischer Belastung,
kann in einem Rissverlängerungs-Zeit-Diagramm dargestellt werden. Die ent-
sprechenden Daten können dabei experimentell ermittelt oder über numerische
Simulation erzeugt sein. Die ∆a(t)-Kurven sind monoton steigend. Ihr Verlauf
besteht aus wachsenden (Belastungsphase) und konstanten Abschnitten (Entlas-
tungsphase, siehe Abb. 4.3). Da im Sinne der Ermüdung nur der Rissfortschritt
in Abhängigkeit von der Anzahl der Zyklen56 von Interesse, der konkrete Verlauf
der Rissausbreitung innerhalb eines Lastspiels jedoch von untergeordneter Be-
deutung ist, wird anstelle der Zeit t häufig die Lastspielzahl N als unabhängige
Größe genutzt. In diesem Zusammenhang muss allerdings darauf hingewiesen
werden, dass die Lastspielzahl in strenger Definition im Gegensatz zur Zeit t kei-
ne kontinuierliche, sondern eine nichtnegative ganzzahlige Größe ist (N ∈ N).
Die darzustellende Rissverlängerung∆a(N) entspricht der Folge der aufgezeich-
55 Der Radius rK ist so gewählt, dass der markierte kreisförmige Bereich um die Rissspitze
vollständig innerhalb des K-dominierten elastischen Nahfeldes liegt.
56 Für die Anzahl der Schwingungen bzw. Zyklen der Last-Zeit-Funktion existieren in der Litera-















Abb. 4.2.: a) Bauteil mit Riss; b) Ausschnitt des K-kontrollierten Bereichs mit Schädigungspro-
zesszone und Nahfeld(verschiebungs)randbedingungen ui(K)
neten Werte nach Beendigung des Lastspiels bzw. vereinbarungsgemäß nach Be-
endigung der jeweiligen Belastungsphase. Ein entsprechender Ausschnitt eines
Rissverlängerungs-Lastspielzahl-Diagramms ist exemplarisch in Abb. 4.3 aufge-
führt. Berücksichtigt man den diskreten Charakter der Lastspielzahl N , besteht
eine Rissverlängerungs-Lastspielzahl-Kurve demnach aus der (glatten) Verbin-
dung einer endlichen Anzahl von Datenpunkten, die in grafischer Interpretation
eine streng monoton steigende obere Hüllkurve der jeweiligen ∆a(t)-Beziehung
darstellt. Eine Auswertung der Kurve ist folglich nur für ganzzahlige N sinnvoll
bzw. zulässig. Diese Zusammenhänge sind zu berücksichtigen, wenn auf Grund-
lage der ∆a(N)-Kurven die »Rissgeschwindigkeit« bestimmt werden soll. Diffe-
renziation der ∆a(N)-Beziehung ist nicht erlaubt, da der Grenzübergang beim















wegen N ∈ N nicht definiert ist. Stattdessen werden die Risswachstumsinkre-
mente ∆∆a = ∆a(N) − ∆a(N − 1) der Lastspiele berechnet. Aufgrund der
konstanten Schrittweite ∆N = 1 gilt für den Quotienten ∆∆a/∆N = ∆∆a. Er
wird auch als »Rissfortschrittsrate« bzw. »Risswachstumsrate« bezeichnet und be-
schreibt die Rissverlängerung pro Lastspiel. Stationäres Ermüdungsrisswachstum
liegt vor, wenn die Rissfortschrittsrate konstant ist. Unter dieser Voraussetzung ist
die beschriebene∆a(N)-Hüllkurve eine Gerade, deren Anstieg durch die jeweili-
ge Rissfortschrittsrate beschrieben ist. Bezüglich der zu dieser Kurve gehörenden


































Abb. 4.3.: Ausschnitt eines Rissverlängerungs-Diagramms: Rissverlängerungs-Zeit-Funktion
∆a(t) und Rissverlängerungs-Lastspielzahl-Funktion ∆a(N) unter stationären Bedingungen,
d. h. mit konstanter Rissfortschrittsrate ∆∆a/∆N = d∆a/dN ; Index i bezieht sich auf das
Lastspiel Ni; timax kennzeichnet den Zeitpunkt innerhalb eines Lastspiels, an dem die Oberlast
anliegt
worauf sich die übliche Notation der Rissfortschrittsrate d∆a/dN stützt. Inner-





Voraussetzungen für stationäre Ermüdungsrissausbreitung sind eine zyklische
Belastung mit gegebenem Lastverhältnis und konstanter Amplitude.57 Mit wach-
sender zyklischer Last ∆K steigen die Werte der im Sinne der jeweiligen Er-
müdungsrissausbreitung konstanten Rissfortschrittsraten. Die doppeltlogarithmi-
sche Darstellung der Beziehung d∆a/dN(∆K) wird als »Rissfortschrittskurve«
bzw. als »Risswachstumskurve« (KUNA, 2010, S. 119) bezeichnet.58 Der typische
Verlauf solch einer Kurve ist in Abb. 4.4 skizziert. Innerhalb der bereits beschrie-
benen Grenzen ∆Kth und ∆Kc können drei Bereiche identifiziert werden. Der
Bereich I umfasst den schwellenwertnahen Lastbereich. Der Anstieg der doppelt-
logarithmischen Kurve sinkt mit zunehmendem Lastniveau. Im Bereich II, der
auch als PARIS-Bereich bezeichnet wird, gilt das von PARIS und ERDOGAN (1963)
57 Diese Bedingungen sind i. Allg. nicht gegeben, da die Spannungsintensität selbst von der
Länge des Ermüdungsrisses abhängt.
58 Üblicherweise wird auch von der »da/dN-∆K-Kurve« gesprochen. In RICHARD und SAN-


















Abb. 4.4.: Skizze einer doppeltlogarithmischen Rissfortschrittskurve mit schwellenwertnahem
Bereich I (Schwellenwert ∆Kth), PARIS-Bereich II und Übergang zum Restbruch im Bereich III














mit den werkstoffabhängigen Parametern PARIS-Koeffizient C und PARIS-Expo-
nent m. Letzterer stellt den Anstieg des linearen Teils der Kurve im Bereich II dar.
Gleichung (4.8) wird auch als »Rissfortschrittsgesetz« (HAIBACH, 2006, S. 437)
des Bereichs II bezeichnet. Noch höhere zyklische Spannungsintensitäten bewir-
ken im Bereich III wieder eine Steigerung des Anstieges, bis beim Erreichen der
kritischen Last der Restbruch erfolgt. Die Rissfortschrittskurven können experi-
mentell aufgenommen werden. Die vier Kennwerte ∆Kth, C, m und Kc stehen
damit für eine Vielzahl unterschiedlicher Materialien zur Verfügung.
Ziel der im Folgenden vorgestellten Studie ist die numerische Simulation von
Ermüdungsrisswachstum mithilfe des in Kapitel 3 vorgestellten zyklischen Kohä-
sivzonenmodells. Dabei wird angestrebt, alle drei Bereiche der Rissfortschrittskur-
ve wiederzugeben. Ferner werden die Abhängigkeiten der Kennwerte von den
einzelnen Modellparametern des Kohäsivgesetzes untersucht (Abschnitt 4.5), um
daraus ein Konzept zur Identifikation der zyklischen Kohäsivparameter abzulei-
ten. Abschließend wird auf das simulierte Rissfortschrittsverhalten bei Einzel- und
Blocküberlasten eingegangen. Das für die numerische Analyse verwendete Riss-
modell wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.
59 Die PARIS-Gleichung wird hier in normierter Form notiert, wodurch beide PARIS-Parameter
als dimensionslose Größen eingeführt werden.
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4.2. Rissmodell
Die Annahme, wonach die Prozesszone eines hier untersuchten Ermüdungsris-
ses in ein elastisches Rissspitzenfeld eingebettet ist (ANDERSON, 2005, S. 70; KU-
NA, 2010, S. 117), bildet die Grundlage der im Folgenden vorgestellten Riss-
modellierung. Betrachtet sei eine Scheibe mit geradem Riss und lastfreien Riss-
flanken. Die entsprechende elastizitätstheoretische Nahfeldlösung ergibt sich
aus der WILLIAMSschen Reihenentwicklung. In einer Umgebung um die Rissspit-
ze mit dem Radius rK dominiert der erste, singuläre Term der Nahfeldlösung
das Rissspitzenfeld. Die Rissspitzenbeanspruchung wird hier durch die Span-
nungsintensitätsfaktoren charakterisiert (nach GROSS, 1996, S. 57: »Stärke« des
Rissspitzenfeldes). Für die Ermüdungsbruchprozesszone gilt rDPZ ≪ rK (siehe
Abb. 4.2 b)). Die Vorgänge in der Ermüdungsbruchprozesszone haben damit
einen vernachlässigbaren Einfluss auf die K-kontrollierte Nahfeldlösung, die,
wie in Abb.4.2b) dargestellt, als Randbedingung ui(K) des Rissmodells genutzt
wird (KUNA, 2010, S. 30). Die elastizitätstheoretische Nahfeldlösung bildet da-
mit das Fernfeld für den im Kommenden untersuchten Schädigungsprozess, der
innerhalb der Schädigungs- bzw. Ermüdungsbruchprozesszone stattfindet. Über-
dies gelte die Bedingung des ebenen Verzerrungszustands (EVZ). Das Material
der Scheibe wird als isotrop linear-elastisch angenommen. Im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit wird darüber hinaus nur der Öffnungsmodus I untersucht.
Weiterhin wird die Annahme ∆a ≪ rK getroffen, wodurch das Modell den
Grenzfall des »halbunendlichen Risses« abbildet. Die K-kontrollierte Nahfeld-
lösung ist unter dieser Bedingung unabhängig von der aktuellen Lage der (Er-
müdungs-)Rissspitze. Darüber hinaus kann die Abhängigkeit der Spannungsin-
tensitätsfaktoren von der Rissverlängerung ∆a vernachlässigt werden. Für die
Modellierung des Ermüdungsrisswachstums hat dies zur Konsequenz, dass die
Steuerung der Verschiebungsrandbedingungen durch eine zyklische Last-Zeit-
Funktionen K(t) mit konstanter Amplitude Ka zulässig ist. Eine Aktualisierung
der Randbedingungen bzgl. der Lage der Rissspitze ist nicht erforderlich. Über-
tragen auf den in Abb. 4.2 a) dargestellten Ausschnitt eines rissbehafteten Bau-
teils bedeutet diese Modellvorstellung, dass die konkrete Bauteilgeometrie inkl.
der Risslänge a keinerlei Einfluss auf die (Ermüdungs-)Rissausbreitung ausübt
(∆a≪ Bauteilabmessungen).
4.2.1. Vernetzung und Randbedingungen
Das zu diesem Rissmodell zugehörige FE-Modell ist in Abb.4.5 dargestellt. In der
Literatur ist es unter der Bezeichnung »boundary-layer model« bekannt. Aufgrund
der Symmetrie bzgl. der Ligamentebene (x2 = 0) muss nur ein Halbmodell der
Scheibe vernetzt werden. Der Außenradius rout ist der einzige geometrische Pa-
rameter des Modells. Gemäß der oben getroffenen Annahme gilt ∆a ≪ rout
und rout < rK , d. h., die Rissverlängerung während der Ermüdungsrissausbrei-
tung ist viel kleiner als die Ligamentlänge und der K-kontrollierte Bereich.
Das Ligament ist mit Kohäsivzonenelementen vernetzt. In der Nähe der Riss-













Abb. 4.5.: a) Rissmodell mitKI-gesteuerten Verschiebungsrandbedingungen; b) Ausschnitt des
FE-Netzes im fein vernetzten Bereich 0 ≤ x1 ≤ Lfine
Elementkantenlänge h vor, innerhalb dessen die Ermüdungsrissausbreitung statt-
findet. Auch für die Schädigungsprozesszone gilt deshalb LDPZ ≪ rout. Die in
Abb. 4.5 dargestellte Höhe der Kohäsivzonenelemente dient nur zur Visualisie-
rung der numerischen Ergebnisse. Sie hat keinerlei Einfluss auf die Berechnungs-
ergebnisse. Zwischen den Knotenpaaren der Kohäsivzonenelemente, die den
gleichen Abstand zur Anfangsrissspitze aufweisen (⊕- und ⊖-Knoten der Ober-
und Unterseite), wurden Symmetrierandbedingungen aufgebracht: u⊖1 = u
⊕
1 ,
u⊖2 = −u⊕2 . Damit entspricht das Verhalten der Kohäsivzone dem des zuge-
hörigen Vollmodells. Die Mittelfläche aller Kohäsivzonenelemente liegt im Aus-
gangszustand als auch im deformierten Zustand auf der Symmetrieebene. Um
mit diesem Modell (halbe Scheibe, vollständige Kohäsivzone) die Energiebilanz
des Vollmodells zu erfüllen wird den EVZ-Matrixelementen die doppelte Dicke in
x3-Richtung zugewiesen. Einzelheiten zu diesem Modellierungskonzept sind in
(HÜTTER, 2013) dokumentiert.
Der erste Term der als »WILLIAMSsche Reihenentwicklung« bekannten Lösung
des Randwertproblems eines Risses in einer elastischen Scheibe liefert die Ver-
schiebungsrandbedingungen am Außenrand der hier untersuchten Rissumge-




















mit den Polarkoordinaten r und ϕ, dem effektiven Elastizitätsmodul für den ebe-





sowie den elastischen Konstanten Elastizitätsmodul E und Querkontraktionszahl
ν. Die Rissufer (x1 < 0, x2 = 0) sind als lastfreie Ränder modelliert.60 Auf-
grund der reinen Modus-I-Beanspruchung wird eine geradlinige Ermüdungs-
rissausbreitung entlang des mit Kohäsivzonenelementen vernetzten Ligaments
erwartet.
Die in den folgenden Abschnitten präsentierten Simulationsergebnisse wur-
den für ein Material mit den elastischen Konstanten E = 100 t0 und ν = 0.3
ermittelt. Es wurden mehrere Modelle mit jeweils rout = 1E+8 s0 und unter-
schiedlichen Längen Lfine/s0 = {100, 1000} generiert, die für geringe und hohe
Lastniveaus genutzt wurden. Die Netzfeinheit (Elementkantenlängen h im Be-
reich 0 ≤ x1 ≤ Lfine) wurde so gewählt, dass sich mit den Vernetzungsparame-
tern ein guter Kompromiss zwischen der Auflösungsqualität der Schädigungs-
prozesszone und dem numerischen Aufwand zur Erzeugung der gesuchten Riss-
fortschrittskurven ergab (siehe h-Konvergenzstudie in Unterabschnitt 4.2.3). Die
Vernetzung der Modelle erfolgte mit 2D-Elementen für EVZ mit quadratischen
Ansatzfunktionen und reduzierter Integration (UEL-Typ 3, siehe Tab. A.1).
4.2.2. Belastung
Die Belastung des Modells erfolgt durch Vorgabe der Last-Zeit-Funktion KI(t)
gemäß Abb. 4.1. Es wird stets von konstanter Lastamplitude und konstantem
Mittelwert ausgegangen. Abweichungen davon betreffen die in Abschnitt 4.6
genutzten Lastkollektive. Als veränderliche Lastparameter werden die Oberlast
KmaxI und das Lastverhältnis R gewählt. Die Werte des zyklischen Spannungsin-
tensitätsfaktors, des Mittelwertes und der Lastamplitude ergeben sich aus (4.3),
(4.4) und (4.5). Aufgrund des linear-elastischen Matrixmaterials kann aus dem
Spannungsintensitätsfaktor KI und den elastischen Konstanten direkt die Ener-
giefreisetzungsrate J berechnet werden. Für den hier betrachteten ebenen Ver-













Man beachte in diesem Zusammenhang die Abhängigkeit vom Lastverhältnis R.
Mithilfe von (4.11) und dem Zusammenhang zwischen Bruchzähigkeit Kc = K0
60 Die Positionsangaben sind hier in Momentankonfiguration, d. h. mit xi, notiert. Eine kor-
rekte Formulierung müsste in der Ausgangskonfiguration, also mit Xi, erfolgen, da sich
die Randbedingungen auf die materiellen Punkte beziehen und im Ausgangszustand auf-
gebracht werden.
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und Bruchenergiedichte des Separationsgesetzes J0 = t0s0Γ0 = K20/E
′ kann










definiert werden. Dies entspricht exakt der Last, bei der (im ersten Lastspiel) die
statische Bruchzähigkeit erreicht wird und Restbruch durch Rissausbreitung ein-
setzt. Die untere Grenze für KmaxI repräsentiert die Oberlast, die mindestens
notwendig ist, um im Bereich der Spannungskonzentration vor der Rissspitze
Schädigung initiieren zu lassen. Die dazu notwendige normierte Energiedichte
entspricht dem Kohäsivzonenpotenzial des Punktes auf der monotonen Hüllkur-












, D = 1
)
.61 (4.14)










Zur Aufnahme einer Rissfortschrittskurve müssen folglich numerische Simulatio-
nen im Bereich Kinit ≤ KmaxI < K0 bei festem Lastverhältnis R ≥ 0 durchge-
führt und ausgewertet werden. Im Hinblick auf die in Abschnitt 4.5 vorgestellte
Parameterstudie sei in diesem Zusammenhang auf die AbhängigkeitenKinit(τ e0 )
und K0 = (Γ0) hingewiesen. Die vermutete untere Grenze der Ermüdungsriss-
ausbreitung ist damit von der konkreten Form der monotonen Hüllkurve, der
Krümmung der Entlastungspfade und der normierten Bruchenergiedichte unab-
hängig. Im Gegenzug ist die obere Grenze unabhängig von den zyklischen Ei-
genschaften der Kohäsivzone.
Für die FE-Implementierung wird anstelle des Parameters KmaxI ein dimensi-
onsloser Lastparameter χ eingeführt. Mit
KmaxI = Kinit + χ [K0 −Kinit] (4.16)
muss er für eine Rissfortschrittskurve im Bereich 0 ≤ χ < 1 variiert werden. Der
Vorteil dieser Formulierung besteht darin, dass das FE-Modell nun keinerlei Ab-
hängigkeiten bzgl. der Parameter des Separationsgesetzes aufweist und damit
universell, d. h. für beliebig viele Kohäsivparametersätze, anwendbar ist. Einga-
begrößen sind die primären Kohäsivparameter ε, ω, κ, τ e0 , α, ̺, die sich daraus
eindeutig berechenbaren Größen Γinit, Γ0, Kinit, K0 sowie das Lastverhältnis
R. Die Wahl der ca. 30 Werte für den Lastparameter χ berücksichtigt eine feine
Auflösung in den Bereichen I und III. Alle Größen der Dimension Länge und
Spannung beziehen sich auf die Parameter s0 bzw. t0. Die elastischen Konstan-
ten sind E = 100 t0 und ν = 0.3.
61 Die Hypothese, dass Γinit ein geeignetes Maß für den Schwellenwert darstellt, ergibt sich
aus der Überlegung, dass Γ0 die Fläche unter der gesamten monotonen Hüllkurve ist und
die durch Γinit beschrieben Teilfläche über τe0 einen Bezug zur Schädigungsinitiierung
aufweist.
92 4. Simulation von Ermüdungsrisswachstum
4.2.3. Konvergenzstudien
Mit dem hier vorgestellten numerischen Rissmodell wurden Konvergenzstudien
hinsichtlich der zeitlichen und räumlichen Auflösung durchgeführt. Im Allgemei-
nen wird mit abnehmender Zeitschrittweite ∆t und größerer Netzfeinheit, d. h.
sinkender Elementkantenlänge h, ein konvergentes Verhalten erwartet. Ziel der
Konvergenzstudien war es, die Werte für ∆t und h so zu bestimmen, dass die
damit erzielten Ergebnisse eine hohe Übereinstimmung mit den konvergierten
Zuständen aufweisen und gleichzeitig der numerische Aufwand (Berechnungs-
zeit) minimiert wird (»so grob wie möglich, aber so fein wie nötig«).
Wahl der Zeitschrittweite
Zur Bestimmung der optimalen Zeitschrittweite ∆t wurde zunächst eine Referenz-
lösung generiert. Dazu wurde eine geometrisch nichtlineare Analyse mit sehr
kleiner Zeitschrittweite durchgeführt (Elementkantenlänge h = 0.01 s0, Kohäsiv-
zonen- und Lastparameter siehe Abschnitt 4.3). Anschließend wurde untersucht,
welchen Einfluss eine steigende Zeitschrittweite auf die Berechnungsergebnis-
se hat und ob eine geometrisch lineare Analyse zulässig ist. Die geometrisch
nichtlinearen Analysen zeigten das erwartete Konvergenzverhalten. Demnach
wären Zeitschrittweiten mit ∆t/tP < 0.005, d. h. mindestens 200 Inkremente je
Lastwechsel, notwendig. Mit der Annahme geometrischer Linearität wurde die
Qualität der Referenzlösung jedoch nahezu unabhängig von der Wahl der Zeit-
schrittweite erreicht. Hier variierte lediglich die Anzahl der notwendigen Gleich-
gewichtsiterationen. Als optimale Zeitschrittweite wurde der Wert ∆t/tP = 0.125
(8 Inkremente je Lastwechsel) ermittelt. Er wurde in den folgenden, geometrisch
linearen Rissfortschrittssimulationen genutzt.
Wahl der Elementkantenlänge
Unter der Annahme linearer Geometrie wurden mit fester Zeitschrittweite
∆t/tP = 0.05 Rissfortschrittssimulationen mit Elementkantenlängen im Bereich
h/s0 = {0.005, 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 1} durchgeführt. Die Berechnungsergebnisse
(z. B. Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven) für das exemplarische Lastniveau (Last-
parameter χ = 0.4) stimmten für alle Elementkantenlängen überein. Die h-Kon-
vergenz wurde daher nicht weiter untersucht. Die Wahl der Elementkantenlänge
für die folgenden Untersuchungen wurde anhand der kleinsten Längenskala ge-





/dN oder die Länge der Schädigungsprozesszo-
ne LDPZ bestimmt. Gemäß der Abb. 4.4 wurden Rissfortschrittsraten im Bereich
1E−2 ≤ d(∆a/s0)/dN ≤ 1E+2 erwartet. Dies als Motivation für die Wahl
der Elementkantenlängen im feinvernetzten Bereich Lfine nutzend, wurden Mo-
delle, mit denen geringe Lastniveaus (χ . 0.4) berechnet werden sollten, mit
h = 0.01 s0, die Modelle für größere Lasten mit h ≤ 0.1 s0 vernetzt.62
62 Eine feinere Abstufung der Vernetzungsparameter zur Effizienzoptimierung der nume-
rischen Berechnungen wäre mit den entwickelten Modellierungswerkzeugen (PYTHON-
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4.3. Charakterisierung des stationären
Ermüdungsrisswachstums
Ziel der in diesem Kapitel vorgestellten numerischen Studie ist die Modellierung
von Ermüdungsrisswachstum mithilfe des in Kapitel 3 beschriebenen zyklischen
Kohäsivgesetzes. Im vergangenen Abschnitt wurde das FE-Modell einer Rissum-
gebung behandelt. Mit diesem Modell können die Ermüdungsvorgänge simuliert
werden. Für die Auswertung der Ergebnisse bzw. für die Generierung der Riss-
fortschrittskurven ist die Definition der Rissverlängerung63 ∆a notwendig, welche
die aktuelle Position der Rissspitze des Ermüdungsrisses markiert. Hierzu wurde
bislang noch keine Aussage getroffen. Des Weiteren muss untersucht werden,
unter welchen Bedingungen der simulierte Rissausbreitungsprozess als »statio-
när« bezeichnet werden darf. Hierzu muss das lokale Separations- und Schädi-
gungsverhalten in der Kohäsivzone analysiert werden.
Für die in diesem und dem folgenden Abschnitt ausgewerteten Risswachs-
tumssimulationen wurde das exponentielle Kohäsivgesetz mit dem Parameter-
satz ε = 1, ω = 1, κ = 0, τ e0 = 0.9, α = 5 und ̺ = 1 genutzt. Die im Folgenden
diskutierten Zusammenhänge und Charakteristiken stehen stellvertretend für alle
im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Parametersätze. Die zyklische Belastung
erfolgte mit den Parametern χ = 0.4 und R = 0.
4.3.1. Auswertung der Kohäsivzonenprofile
Zur Auswertung des Ermüdungsschädigungsprozesses stehen die lokalen Zu-
standsgrößen mit ihrer örtlichen Verteilung entlang des Ligaments (x = x1 ≥ 0)
zur Verfügung. Diese Verteilungsfunktionen werden im Folgenden auch als »Pro-
file« bezeichnet (siehe WANG und SIEGMUND, 2005). Die Profile werden jeweils
zum Zeitpunkt der Oberlast KmaxI eines Lastspiels erzeugt, weswegen die Dar-
stellung in Abhängigkeit von der Lastspielzahl zulässig ist. In erster Linie werden
das (normierte effektive) Kohäsivspannungsprofil τ (x, N), das Separationsprofil
λ(x, N) und das Schädigungsprofil D(x, N) ausgewertet. Weitere interessante
Profile können für die Dauerfestigkeitsgrößen τ e und λe sowie für die lokale
Dissipationsdichte D aus den Ergebnisdaten extrahiert werden. In Abb. 4.6 sind
einige der genannten Profile für verschiedene Lastspielzahlen N geplottet.
Die Separationsprofile in Abb.4.6a) zeigen den bereits in Abb.1.2 skizzierten
Verlauf. An der anfänglichen Rissspitze bei x = 0 ist die effektive Separation
maximal und nimmt mit zunehmender Entfernung monoton ab. Des Weiteren
steigt die maximale effektive Separation an der Rissspitze mit steigender Last-
spielzahl N . Im Gegensatz dazu spiegelt das Kohäsivspannungsprofil des ersten
Lastspiels in Abb. 4.6 b) nicht das erwartete Verhalten der Kohäsivzone vor ei-
ner Rissspitze wider. Da die Kohäsivzone im Ausgangszustand als ungeschädigt
Skripte) problemlos realisierbar.
63 Die Risslänge a entspricht der Summe aus der Anfangsrisslänge a0 und der Rissverlän-
gerung ∆a mit a(t = 0) = a0 und ∆a(t = 0) = 0. Für den halbunendlichen Riss gilt
a0 =∞.
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angenommen wird und demnach keine Vorschädigung aufweist, verfügt auch
die Rissspitze im ersten Lastspiel zunächst über die volle Kohäsivfestigkeit. Beim
Erreichen von τ = 1 setzt die Schädigungsentwicklung (im Sinne der Schädi-
gungsvariablen D) ein, die bis zum Lastrichtungswechsel anhält. In den Profilen
für N = 1 in Abb. 4.6 b) und c) wird dieses Verhalten durch die schmale Schädi-
gungszone, den geringen Betrag der Schädigungsvariablen und den geringen
Spannungsabfall an der Rissspitze verdeutlicht. Der monoton fallende Verlauf
der effektiven Kohäsivspannung jenseits des Maximums ist dem reversiblen Se-
parationsverhalten zuzuordnen. Das Schädigungsprofil weist in diesem Bereich
D = 0 aus.
Mit zunehmender Lastspielzahl sinken an der Rissspitze die Werte der übertra-
genen effektiven Kohäsivspannung, während die der Schädigungsvariablen stei-
gen. Nach ca. 25 Lastspielen hat der Punkt der Anfangsrissspitze keine Festigkeit
mehr, für die Schädigung gilt D ≈ 1, der Punkt gilt als ausgefallen. Damit sind
die erwarteten Eigenschaften der (physikalischen) Rissspitze gemäß der Kohäsiv-
zonenformulierung eingestellt. Die Lastspielzahl bei der dieser Zustand eintritt
(hier N ≈ 26) markiert den Beginn des stationären Risswachstums. Die Konturen
der τ - und D-Profile bleiben im stationären Bereich für unveränderte zyklische
Lastparameter konstant. Sie verschieben sich innerhalb eines Lastspiels lediglich
um einen konstanten Betrag, der anschaulich dem Inkrement der Rissverlänge-
rung d∆a entspricht. Die Schädigungszone gilt nun als vollständig ausgebildet
(0 ≤ D ≤ 1). Die charakteristische Kontur des τ -Profils weist ein Maximum im
Bereich τ e0 < τ
max ≤ 1 beim aktuellen Ort der Schädigungsinitiierung auf.64 Die
stationären Profile sind in Abb. 4.6 durch Volllinien, die Profile des transienten
Bereichs N ≤ 25 durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.
Die Profile der (lokalen) normierten DissipationsdichteD(x) sind in Abb.4.6d)
dargestellt. Die normierte Dissipationsdichte ist eine kumulative Größe, die die
gesamte mit t0s0 normierte Dissipationsdichte des jeweiligen Materialpunktes
an der Position x repräsentiert. Sie wurde in Abschnitt 3.5 eingeführt. Für einen
monotonen Belastungsfall entspricht ihr Wert für D → 1 (lokales Versagen) der
normierten Bruchenergiedichte Γ0. Unter zyklischer Belastung tritt lokales Ver-
sagen in Abhängigkeit von der Lastgeschichte auch bei niedrigeren normierten
Dissipationsdichten D ≤ Γ0 auf. Die in Abb. 4.6 d) dargestellten stationären
Profile zweier aufeinanderfolgender Lastspiele weisen erneut einen Abstand von
d∆a auf. Das ausgeprägte Plateau bei D ≈ Dssf repräsentiert die mittlere nor-
mierte Versagensdissipationsdichte all der Materialpunkte in der Kohäsivzone,
bei denen die Schädigung bereits im stationären Zustand initiierte. Die Größe
Dssf kann damit als lokales Versagensmaß des stationären Zustands bewertet
werden. Die Fläche des in Abb. 4.6 d) markierten Streifens entspricht dem mit
J0 = t0s0Γ0 normierten Inkrement der globalen Dissipation eines Lastspiels
64 Schädigungsinitiierung bezieht sich in diesem Zusammenhang auf die Schädigungsvaria-
ble D. Der Ort, an dem die Fundamentalschädigung D initiiert, ist abweichend davon
der Punkt, bei dem der fallende Ast des τ -Profils den Wert der Anfangsdauerfestigkeit τe0
aufweist.























































Abb. 4.6.: Kohäsivzonenprofile für zyklische Last χ = 0.4 und R = 0: a) λ(x), b) τ(x),
c) D(x) und d) D(x) für N = {1, 6, 11, 16, 21, 26−34}; gestrichelte Linie: transienter Auf-
bau der Schädigungsprozesszone; Volllinie: stationäres Ermüdungsrisswachstum; exponentielles
Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, τe0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1)
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D(x) dx ≈ t0s0Dssf d∆a . (4.17)
Die besondere Bedeutung dieser Beziehung ist, dass sie den Zusammenhang
zwischen den beiden globalen Kenngrößen der stationären Rissausbreitung be-
schreibt. Demnach sind die Rissfortschrittsrate66 d∆a/dN und die Dissipations-
rate dD/dN in guter Näherung linear gekoppelt. Als Proportionalitätsfaktor
konnte die mittlere Versagensdissipationsdichte t0s0Dssf , d. h. eine lokale Größe
der Kohäsivzone, identifiziert werden.
In den folgenden Unterabschnitten wird auf die für das Ermüdungsrisswachs-
tum charakteristische Schädigungsprozesszone und die Auswertung der statio-
nären Profilkonturen näher eingegangen.
4.3.2. Position der Rissspitze und Lage der
Schädigungsprozesszone
Zur Bewertung der Rissausbreitung ist die aktuelle Lage der Rissspitze von In-
teresse. Infolge des asymptotischen exponentiellen Abbaus der übertragbaren
Spannung kann als Position der Rissspitze nicht der Ort gewählt werden, an
dem keine Spannung mehr übertragen wird (physikalische Rissspitze). Stattdes-
sen wird die Verteilung der in Abschnitt 3.5 eingeführten Schädigungsvariablen
D(x) ausgewertet. Mit 0 ≤ D ≤ 1 kann sie als »effektive Mikrodefektflächen-
dichte«, d. h. als Verhältnis geschädigte Fläche zu Ausgangsfläche, interpretiert
werden (siehe LEMAITRE, 1996, S. 12). Diese Eigenschaft motiviert die Definition




D(x) dx . (4.18)
Der durch x = ∆aD bestimmte Punkt im Ligament kann als aktueller »Schwer-
punkt der Schädigungsprozesszone« aufgefasst werden. Ein weiteres mögliches
Maß für die Position der Rissspitze ist der Ort der Schädigungsinitiierung in der
aktuellen Prozesszone, die auch als »aktive Kohäsivzone« bezeichnet wird. Dieser






Die Länge der Schädigungsprozesszone ergibt sich aus der Differenz
LDPZ = ∆aτ −∆aD . (4.20)





66 Im allgemeinen 3D-Fall muss aus Dimensionsgründen hier das Inkrement der Rissfläche
anstatt der Rissverlängerung verwendet werden. Im vorliegenden 2D-Fall verbleibt für die
Dissipation D die Dimension Energie pro Einheitsdicke.


















Abb. 4.7.: Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven∆aτ (N) (Strichpunktlinie),∆aD(N) (gestrichel-
te Linie) und Länge der Schädigungsprozesszone LDPZ(N) (Volllinie) für zyklische Last χ = 0.4
und R = 0; exponentielles Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, τe0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1)
In Abb.4.7 sind Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven auf Basis von∆aD und∆aτ
sowie die Länge der Schädigungsprozesszone LDPZ für eine zyklische Last mit
χ = 0.4 und R = 0 dargestellt. Die Kurven weisen zu Beginn einen transien-
ten Bereich auf, in dem sich die Schädigungsprozesszone auf eine Länge von
LDPZ ≈ 20 s0 ausbildet (N ≤ 25). Der stationäre Bereich N > 25 ist durch
eine konstante Rissfortschrittsrate d(∆a/s0)/dN und eine unveränderliche Län-
ge der Schädigungsprozesszone LDPZ charakterisiert. Die Kurven ∆aτ (N) und
∆aD(N) verlaufen im stationären Bereich parallel. Die Größe der stationären
Rissfortschrittsraten ist von der Definition von ∆a unabhängig und wächst mit
steigendem Lastniveau.
4.3.3. Zyklische Spannungs-Separations-Kurve
In Unterabschnitt 4.3.1 wurden die stationären Profile λ(x) und τ (x) vorgestellt.
Ihre Konturen bleiben während der stationären Ermüdungsrissausbreitung bei
konstanter zyklischer Last unverändert und können deshalb zur Charakterisie-
rung des Prozesses genutzt werden. Wertet man die Profile bei einer bestimmten
Lastspielzahl N im stationären Bereich aus und trägt die effektive Kohäsivspan-
nung in Abhängigkeit von der jeweiligen effektiven Separation desselben Ortes
x auf, so ergibt sich die im Folgenden als »zyklische Spannungs-Separations-
Kurve« bezeichnete Parameterdarstellung. Der Parameter ist in diesem Fall die
Ortskoordinate innerhalb des gesamten Ligaments (x ≥ 0). In Abb. 4.8 ist die
zu Abb. 4.6 passende zyklische Spannungs-Separations-Kurve dargestellt. Sie
weist drei Bereiche auf. Der intakte Bereich liegt auf dem monoton steigenden
Ast der Hüllkurve. Er enthält die Werte aller Materialpunkte im Ligament, die im
Bereich x ≥ x(τmax), d. h. rechts des Spannungsmaximums, liegen. Der sich
anschließende monoton fallende Schädigungsast berücksichtigt die Punkte, bei
denen die Schädigung bereits initiierte. Dies entspricht exakt dem Bereich der
















Abb. 4.8.: Parameterplot der Profile τ(x) und λ(x) als zyklische Spannungs-Separations-Kurve
τ(λ) mit Parameter x (Volllinie, χ = 0.4, R = 0); monotone Hüllkurve (gestrichelte Linie);
Dauerfestigkeitskurve (Strichpunktlinie); exponentielles Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0,
τe0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1)
Schädigungsprozesszone links des Spannungsmaximums. Der dritte Abschnitt
der zyklischen Spannungs-Separations-Kurve liegt auf der Abszisse (τ = 0). Hier
sind alle bereits ausgefallenen Punkte zusammengefasst. Die Bereiche sind in
Abb. 4.8 markiert. Weiterhin sind in dieser Abbildung die monotone Hüllkurve
und die Dauerfestigkeitskurve eingetragen. Schädigungs- und Dauerfestigkeits-
kurve umschließen den Schädigungsast der zyklischen Spannungs-Separations-
Kurve. Gemäß der Interpretation dieser Kurven als obere und untere Grenzkurve
für Schädigungsentwicklung bedeutet dies, dass alle Punkte der Schädigungspro-
zesszone (aktive Kohäsivzone) während des Lastspiels Schädigung akkumulieren.
4.3.4. Auswertung des J-Integrals
Nachdem im vergangenen Unterabschnitt die zyklische Spannungs-Separations-
Kurve vorgestellt wurde, in der das Schädigungsverhalten der gesamten Kohä-
sivzone zusammengefasst ist, woraus sich qualitative Aussagen zum Ermüdungs-
prozess ergeben, soll nun der Bezug zur äußeren zyklischen Last hergeleitet wer-
den. Dazu wird das von RICE (1968) vorgeschlagene J-Integral der betrachteten
Rissumgebung ausgewertet.
Für elastisches Matrixmaterial beschreibt das J-Integral die durch das elasti-
sche Rissspitzennahfeld bestimmte Energiefreisetzungsrate und steht über (4.11)
im direkten Zusammenhang mit dem Spannungsintensitätsfaktor, dem Lastpara-
meter des hier betrachteten Systems. Formuliert in den Effektivgrößen des zykli-












als Kurvenintegral mit dem Parameter x berechnen. Wie von RICE (1968) dar-
gelegt, kann (4.21) für eine monotone Belastung, bei der die Fundamentalschä-
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digung identisch mit der effektiven Separation ist (D = λ), weiter vereinfacht
werden. Der Integrand ist unter dieser Bedingung ein vollständiges Differenzial,









Das J-Integral entspricht damit der Fläche unter der (monotonen) Spannungs-
Separations-Kurve des Materialpunktes an der Anfangsrissspitze, wobei mit
λtip = λ(x = 0) die Öffnung der Rissspitze bezeichnet sei.
Unter zyklischer Belastung stellt die Fundamentalschädigung D eine unab-
hängige Zustandsvariable dar, welche die gesamte Lastgeschichte des jeweili-
gen Materialpunktes repräsentiert. Eine Vereinfachung wie im monotonen Be-
lastungsfall ist nun nicht möglich, (4.21) muss als Kurvenintegral entlang der































































formuliert werden. Der erste Summand der rechten Gleichungsseite beschreibt
darin die gespeicherte Energiedichte der Kohäsivzone in unendlich großer Ent-
fernung vor der Rissspitze. Für die hier analysierte Rissumgebung gilt wegen der
Randbedingung u2(ϕ = 0) = 0 auch λ(x =∞) = 0, sodass dieser Term ver-
schwindet (siehe (4.9)). Der zweite Summand enthält die gespeicherte Energie-
dichte des Materialpunktes an der Anfangsrissspitze. Im Falle stationärer Ermü-
dungsrissausbreitung, d. h. mit vollständig ausgebildeter Schädigungsprozesszo-
ne, gilt dieser Punkt als ausgefallen. Er weist somit kein Energieaufnahmevermö-





lässt sich letztendlich eindeutig aus
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Damit wird unter zyklischer Belastung die Rissspitzenöffnung im Vergleich zum
monotonen Lastfall nicht mehr allein durch den aktuellen Lastparameter sondern
zusätzlich durch die komplette Belastungsgeschichte bestimmt. Dieser Effekt, der
hier, wie gezeigt, durch die Abhängigkeit des Kohäsivzonenpotenzials vom Schä-
digungszustand hervorgerufen wird, ist unter der Bezeichnung »Rissspitzenab-
schirmung« (engl. crack tip shielding) in der Literatur der elastisch-plastischen
Bruchmechanik bekannt (siehe RITCHIE, 1988).
Eine anschauliche Interpretation des J-Integrals ist mit der zyklischen Span-





(siehe Unterabschnitt 4.3.3). Die Fläche unter der zyklischen
Spannungs-Separations-Kurve (siehe Abb. 4.8) entspricht dem Kurvenintegral in
(4.21) mit dem parametrisierten Bogenelement dλ(x)
dx
dx (Parameter x). Dieser
Zusammenhang gestattet damit auch für den zyklischen Lastfall eine grafische
Deutung von (4.21). Die zyklische Spannungs-Separations-Kurve birgt demzufol-
ge nicht nur, wie eingangs erwähnt, qualitative Informationen bzgl. des lokalen
Schädigungsverhaltens, sondern weist darüber hinaus auch eine energetische
Bedeutung auf. Wie in Unterabschnitt 4.4.3 erläutert werden wird, kann mit die-
sen Beziehungen ein Kriterium für Ermüdungsrisswachstum formuliert werden.
Abschließend sei in diesem Zusammenhang erwähnt, dass die Bestimmung
des J-Integrals anhand der zyklischen Spannungs-Separations-Kurve im Ver-
gleich zur Analyse von (4.26) mit geringerem numerischen Aufwand verbunden
ist.
4.4. Ermüdungsrisswachstum im gesamten
Lastbereich
In diesem Abschnitt werden die Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven analysiert,
die mit den im vorherigen Abschnitt vorgestellten Methoden und Kenngrößen im
gesamten Lastbereich erzeugt wurden. Ein Kriterium für Ermüdungsrisswachstum
wird formuliert. Die damit verbundene Definition einer normierten Schwellen-
wertlast Γth wird in Beziehung gesetzt zur normierten Schädigungsinitiierungs-
energiedichte Γinit und zur normierten Bruchenergiedichte Γ0, mit denen die
Grenzen des Lastbereichs definiert wurden. Am Ende dieses Abschnitts wird die
daraus resultierende Rissfortschrittskurve präsentiert.














Abb. 4.9.: Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven für steigende zyklische Last χ = {0.3, 0.4, 0.5,
0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 0.92, 0.94, 0.96, 0.97, 0.98, 0.99}, Lastverhältnis R = 0; exponentielles
Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, τe0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1)
4.4.1. Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven
Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven wurden im gesamten Lastbereich 0 < χ < 1,
d. h. im Bereich Kinit < KmaxI < K0, bei gegebenem Lastverhältnis R nume-
risch erzeugt. Exemplarisch sind die Kurven für den bereits im vergangenen Ab-
schnitt genutzten Kohäsivparametersatz in Abb.4.9 dargestellt.67 Als Abbruchkri-





nutzt, wonach die Simulation beendet wurde, sobald im letzten Element des fein
vernetzten Bereichs Schädigung initiierte. Zum anderen wurden Simulationen
dann beendet, wenn stationäres Ermüdungsrisswachstum eingesetzt hatte. Da-
zu wurde das Kriterium einer voll ausgebildeten Schädigungsprozesszone bzw.
Dmax = D(x = 0) ≈ 1 angewandt.
Abbildung 4.9 veranschaulicht den Zusammenhang, dass das Inkrement der
Rissverlängerung mit steigendem zyklischem Lastniveau anwächst. Dies ent-
spricht dem erwarteten Ergebnis monoton steigender Rissfortschrittskurven. Für
sehr hohe Lastparameter χ ≥ 0.9 übersteigt die Verlängerung des Ermüdungs-
risses schon nach wenigen Lastspielen die Länge des fein vernetzten Bereichs.
4.4.2. Ermittlung der Schwellenwertlast
Die Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven im Bereich kleiner Lastniveaus χ ≤ 0.11
sind in Abb.4.10 dargestellt. Die vier dargestellten Kurven illustrieren das schwel-
lenwertnahe Risswachstumsverhalten, das aufgrund der geringen Rissverlänge-
rungen ∆a < s0 dem Kurzrisswachstum zuzuordnen ist. Die Schwellenwertlast
67 Abweichend von den Ausführungen zu Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven in Abschnitt 4.1
werden in den Abb. 4.9 und 4.10 die Rissverlängerungen zum Zeitpunkt der maximalen
und minimalen Last, d. h. zwei Datenpunkte pro Lastspiel, geplottet. Durch diese Darstel-
lung wird der zyklische Charakter des Rissfortschritts besser veranschaulicht.


















Abb. 4.10.: Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven im schwellenwertnahen Bereich χ = {0.09,

















Abb. 4.11.: Rissfortschrittsrate in Abhängigkeit von der Rissverlängerung für schwellenwertna-
hen Bereich χ = {0.09, 0.1, 0.11} (Volllinien) und Rissstillstand bei χ = 0.08 (gestrichelte
Linie); weitere Parameter siehe Abb. 4.9
4.4. Ermüdungsrisswachstum im gesamten Lastbereich 103
für diesen Kohäsivparametersatz wurde anhand der charakteristischen Kurven-
verläufe mit χth = 0.09 bzw. KmaxI = ∆Kth = 0.41K0 bestimmt. Der transiente
Bereich der Schwellenwertlastkurve weist einen ausgeprägten s-förmigen Ver-
lauf auf. Der Vergleich mit der Kurve für χ = 0.08 verdeutlicht, dass die Frage
nach der Existenz des Wendepunktes als Kriterium für Ermüdungsrisswachstum
genutzt werden kann. Dieser Zusammenhang ist in Abb.4.11, in der die Rissfort-
schrittsrate in Abhängigkeit von der Rissverlängerung aufgetragen ist, dargestellt.
Die Wendepunkte entsprechen in dieser Darstellung den lokalen Minima der ab-
gebildeten Kurven. Vergleicht man die beiden Kurven oberhalb und unterhalb
der Schwellenwertlast, so nimmt die Rissfortschrittsrate zunächst mit steigender
Lastspielzahl ab. Unterhalb der Schwellenwertlast stagniert die Schädigungsent-
wicklung vor der Rissspitze. Es kommt zum Rissstopp bzw. zum Rissstillstand, wo-
bei die Verwendung dieser Begriffe eine vorherige (Ermüdungs-)Rissausbreitung
impliziert, die allerdings hier nicht einsetzte. Im Gegenteil: Die für eine Rissaus-
breitung notwendige Schädigungsprozesszone bildet sich bei diesen geringen
Lasten noch nicht vollständig aus. Oberhalb der Schwellenwertlast erhöht sich
die »Rissfortschrittsrate« jenseits des erwähnten Wendepunktes. Die Schädigungs-
prozesszone bildet sich aus, stationäre Ermüdungsrissausbreitung setzt ein. Die
(konstante) Rissfortschrittsrate dieses Prozesses markiert zusammen mit der dazu-
gehörigen Last den ersten Punkt in der gesuchten Rissfortschrittskurve (kleinstes
Wertepaar).
4.4.3. Ermüdungsrisswachstumskriterium
Wie in Unterabschnitt 4.3.4 angedeutet, kann anhand der zyklischen Span-
nungs-Separations-Kurven ein Kriterium für Ermüdungsrisswachstum formuliert
werden. In Abb.4.12 wurde dazu eine Auswahl der Spannungs-Separations-Kur-
ven geplottet, die zu den in den Abb. 4.9 und 4.10 dargestellten Rissverlänge-
rungs-Lastspiel-Kurven gehören. Die Fläche unter jeder dieser Kurven entspricht
der jeweiligen normierten Energiefreisetzungsrate J/[t0s0], d. h., die umschlos-
senen Flächen steigen mit steigendem Lastniveau. Im Grenzübergang zum mo-
notonen Lastfall χ→ 1 bzw. KmaxI → K0 sind die zyklische Spannungs-Separa-
tions-Kurve und die monotone Hüllkurve identisch.
Für kleine Lasten im schwellenwertnahen Bereich zeigt sich, dass sich die zy-
klischen Spannungs-Separations-Kurven an die Dauerfestigkeitskurve anschmie-
gen. Die kleinste zyklische Last, bei der sich eine vollständige Schädigungszone
ausbildet und stationäre Ermüdungsrissausbreitung einsetzt, wird durch





























Abb. 4.12.: Stationäre zyklische Spannungs-
Separations-Kurven für χ = {0.1, 0.15,
0.2, 0.25, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8,
0.9, 0.94, 0.97} (Volllinien); Schädigungs-
kurve (gestrichelte Linie); Dauerfestigkeitskur-






















dichte Γ0(ε, ω) mit Γinit < Γth < Γ0;
monotone Hüllkurve mit Schädigungskurve
(Volllinie); Dauerfestigkeitskurve (gestrichelte
Linie)








0 , α) gebildet. Das mit diesen Größen formu-
lierte Kriterium für Ermüdungsrissausbreitung lautet
Jmax ≥ Jth . (4.29)
Ermüdungsrisswachstum setzt demnach dann ein, wenn bei einer zyklischen Last
mit konstantem Lastverhältnis und konstanter Amplitude die Oberlasten Jmax
bzw.KmaxI die jeweiligen Schwellenwertlasten Jth bzw.Kth erreichen oder über-










Die Besonderheit dieser Schwellenwertgrößen liegt darin, dass sie über die Pa-
rameter τ e0 und α in direktem Bezug zu den Dauerfestigkeitseigenschaften des
zyklischen Kohäsivzonenmodells stehen.68 Diese Eigenschaft soll bei der Identifi-
kation der Kohäsivparameter ausgenutzt werden (siehe Kapitel 7).
In Abb. 4.13 sind die drei für die Ermüdung relevanten normierten Energie-
dichten Γinit < Γth < Γ0 zusammen dargestellt.69 Die normierte Schädigungsin-
itiierungsenergiedichte Γinit(τ e0 ) kennzeichnet das Lastniveau, bei dem die Schä-
digungsentwicklung in der Kohäsivzone an der Rissspitze einsetzt. Unterhalb
68 Der Schwellenwert als innere Eigenschaft eines zyklischen Kohäsivzonenmodells wurde
auch von MAITI (2009) anhand eines bilinearen Kohäsivgesetzes mit τe0 = 1 untersucht.
69 Eine ähnliche dreistufige Darstellung wurde auch von MAY und HALLETT (2010) zur Illustra-
tion des Schädigungsverhaltens eines bilinearen Kohäsivgesetzes gewählt.




























peltlogarithmisch aufgetragen in Abhängigkeit vom normierten zyklischen Spannungsintensitäts-
faktor ∆K/K0 (Lastverhältnis R = 0); I: schwellenwertnaher Bereich mit∆Kth = 0.41K0, II:
PARIS-Bereich mitm ≈ 6.4, III: Restbruch bei ∆K = K0; exponentielles Kohäsivgesetz (ε = 1,
ω = 1, κ = 0, τe0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1)
Γinit, Jinit oder Kinit ist die gesamte Kohäsivzone dauerfest. Ermüdungsriss-
wachstum setzt ein, wenn die zyklische Last die Werte Γth, Jth oder Kth über-
schreitet. Die zyklischen Lastparameter können bis auf die (kritischen) Werte Γ0,
J0 oder K0 gesteigert werden. In diesem Bereich wird das Ermüdungsrissverhal-
ten durch die zyklischen Spannungs-Separations-Kurven und die Rissfortschritts-
kurve beschrieben. Beim Erreichen der kritischen Lasten setzt Restbruch in Form
von Rissausbreitung ein.
4.4.4. Rissfortschrittskurve
Mit den in den vorangegangenen Unterabschnitten vorgestellten Methoden




erzeugt werden. Dazu werden
von allen Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven (siehe Abb.4.9) die Risswachstums-
inkremente des letzten Lastspiels extrahiert. Da die numerischen Simulationen
erst nach Erreichen des stationären Zustands beendet werden, ist die genaue
Angabe der ausgewerteten Lastspielzahl unerheblich. Über (4.1) wird aus den
Lastparametern KmaxI und R der zyklische Spannungsintensitätsfaktor ∆K ge-
bildet. Die doppeltlogarithmische Rissfortschrittskurve für den exemplarischen
Parametersatz ist in Abb. 4.14 dargestellt. Es werden alle drei Bereiche wieder-
gegeben. Der Schwellenwert liegt bei∆Kth = 0.41K0, Restbruch setzt fürR = 0
bei ∆K = K0 ein. Der PARIS-Exponent, d. h. der Anstieg der Kurve im linearen
Bereich II, ergibt sich zu m ≈ 6.4.
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4.5. Parameterstudie
In diesem Abschnitt werden die Einflüsse des Lastverhältnisses sowie der ein-
zelnen Kohäsivparameter auf die Rissfortschrittskurve untersucht. Von besonde-
rem Interesse sind dabei die Auswirkungen der Form der monotonen Hüllkurve,
der Dauerfestigkeitskurve sowie der Krümmung der Entlastungspfade auf die
Rissfortschrittsrate. Die Ergebnisse dieser Studie werden anschließend mit ex-
perimentell ermittelten Materialkennwerten verglichen und in das Konzept zur
Identifikation der Kohäsivparameter eingeordnet.
4.5.1. Lastverhältnis
Die Rissfortschrittskurven für Lastverhältnisse im Bereich 0 ≤ R ≤ 0.8 sind in
Abb. 4.15 dargestellt. Die Form der einzelnen Kurven ist nahezu konstant, d. h.
unabhängig von R. Dieser Zusammenhang gilt insbesondere für den PARIS-Ex-
ponenten m. Mit steigendem R tritt eine horizontale Verschiebung der Kurven
in Richtung kleinerer zyklischer Lasten auf. In Abb. 4.16 sind dieselben Daten
in Abhängigkeit von der Oberlast KmaxI geplottet, wobei dabei (4.1) zur Um-
rechnung von ∆K in KmaxI genutzt wurde. Schwellenwert und Versagenslast
stimmen in dieser Darstellung für alle R überein. Der Vergleich der einzelnen
Kurven weist darüber hinaus nur ein – in doppeltlogarithmischer Darstellung –
geringfügiges Absinken der Rissfortschrittsrate mit steigendem Lastverhältnis aus.
Der Einfluss des Lastverhältnisses R auf die Rissfortschrittskurve kann damit auf
die Beziehung zwischen dem zyklischen Spannungsintensitätsfaktor∆K und der
Oberlast zurückgeführt werden. Die Rissfortschrittsraten hängen demnach in ers-
ter Linie vonKmaxI , dem maximalen Lastniveau, ab. Dieses Resultat korreliert mit
dem in Unterabschnitt 4.4.3 vorgestellten Kriterium für Ermüdungsrisswachstum,
das ebenfalls mit der Oberlast formuliert worden war. Einen dem Rissschließef-
fekt (ELBER, 1970) vergleichbaren Einfluss des Lastverhältnisses (siehe RICHARD
und SANDER, 2012, S. 114 f.) konnte erwartungsgemäß nicht gefunden werden.
Infolge des gewählten Ansatzes bzgl. des lokalen Entlastungsverhaltens (linear
in Richtung des Ursprungs der Spannungs-Separations-Kurve) entstehen seitens
des Kohäsivgesetzes keine remanenten Separationen, die ein solches Verhalten
hervorrufen würden. Inwieweit eine Kombination des zyklischen Kohäsivgesetzes
mit plastischem Matrixmaterial den Rissschließeffekt bei variiertem Lastverhältnis
abbildet, muss gesondert untersucht werden.
4.5.2. Form der monotonen Hüllkurve
Die Form der monotonen Hüllkurve, insbesondere der Schädigungskurve, wird
durch die Formparameter ε und ω sowie die normierte Bruchenergiedichte Γ0
bestimmt, wobei nur zwei der drei genannten Parameter voneinander unabhän-
gig sind (vergleiche Abb. 3.4). Für ω = konst. und steigendem ε sinkt die nor-
mierte Bruchenergiedichte Γ0 und es steigt das Verhältnis von Schwellenwertlast













Abb. 4.15.: Rissfortschrittskurven: Variation des Lastverhältnisses R = {0.0, 0.2, 0.4, 0.6,
















Abb. 4.16.: Rissfortschrittsraten in Abhängigkeit von der Oberlast KmaxI : Variation des Lastver-
hältnisses R = {0.0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8}; exponentielles Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0,
τe0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1)















Abb. 4.17.: Rissfortschrittskurven: Variation des Formparameters ε = {0.2, 0.5, 1, 2, 5, 10};
exponentielles Kohäsivgesetz (ω = 1, κ = 0, τe0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1, R = 0)
dadurch in horizontaler Richtung gestaucht, der PARIS-Exponent m steigt mit zu-
nehmendem ε, der PARIS-Koeffizient C sinkt. Die Variation des Formparameters
ω bei ε = konst. führt zumindest bzgl. des PARIS-Exponenten m zu ähnlichen
Ergebnissen (siehe Abb. 4.18).
Um tatsächlich nur den Einfluss der Form der monotonen Hüllkurve zu unter-
suchen, wurden die bereits in Abb. 3.3 genutzten Parametersätze für konstantes
Γ0 = e ausgewertet. Zusätzlich wurde sichergestellt, dass der Schwellenwert kon-
stant bleibt, was durch eine Anpassung des Dauerfestigkeitsexponenten α mög-
lich ist. Die entsprechenden Rissfortschrittskurven sind in Abb. 4.19 dargestellt.
Für steigende Formparameter wird ein leichter Abfall des PARIS-Exponenten be-
obachtet. Ungeachtet dieses – in doppeltlogarithmischer Darstellung – schwach
ausgeprägten Effektes lassen die Kurven den Schluss zu, dass die Form der mo-
notonen Hüllkurve bei festem Verhältnis ∆Kth/K0 nur einen untergeordneten
Einfluss auf das Ermüdungsrisswachstumsverhalten ausübt.
4.5.3. Dauerfestigkeitsparameter
Der Einfluss der Dauerfestigkeitsparameter τ e0 und α auf die Rissfortschrittskurve
wurde zunächst für beide Parameter separat untersucht. Die erzeugten Rissfort-
schrittskurven für die Parameterbereiche 0.1 ≤ τ e0 ≤ 0.9 und 1 ≤ α ≤ 10 sind in
den Abb. 4.20 und 4.21 dargestellt. Beide Kurvenscharen zeigen ausgeprägte,
einander entgegengesetzte Abhängigkeiten des Schwellenwertes ∆Kth bzw. des
Zähigkeitsverhältnisses ∆Kth/K0 von den Dauerfestigkeitsparametern. Wäh-
rend genannte Größen mit steigender Anfangsdauerfestigkeit τ e0 steigen, sinken
















Abb. 4.18.: Rissfortschrittskurven: Variation des Formparameters ω = {1, 2, 5, 10}; exponen-



















Abb. 4.19.: Rissfortschrittskurven: Einfluss der Form der monotonen Hüllkurve durch gleichzei-
tige Variation der Formparameter ε = {1, 1.569, 2.46, 3.185} und ω = {1, 2, 5, 10}
bei konstanter Bruchenergiedichte J0 = t0s0 e und konstantem Schwellenwert ∆Kth infolge
angepassten Werten α = {5, 22, 12800, 1.95E+9}; exponentielles Kohäsivgesetz (κ = 0,
τe0 = 0.9, ̺ = 1, R = 0)
















Abb. 4.20.: Rissfortschrittskurven: Variation der Anfangsdauerfestigkeit τe0 = {0.1, 0.2, 0.3,
0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9}; exponentielles Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, α = 5,
̺ = 1, R = 0)
keiner der beiden Parameter das Einsetzen des Restbruchs (Rissfortschrittsrate
im oberen Bereich III). Infolge des veränderlichen Schwellenwertes und dem un-
veränderlichen statischen Versagenspunkt erfahren die Rissfortschrittskurven mit
steigendem τ e0 und sinkendem α eine horizontale Stauchung, weswegen der PA-
RIS-Exponent mit steigendem τ e0 und fallendem α steigt. Die Rissfortschrittskurven
werden im PARIS-Bereich steiler. Die Ergebnisse dieser Untersuchung stimmen
damit qualitativ mit denen von ROE und SIEGMUND (2003) überein. Allerdings
wurden in der zitierten Studie die schwellenwertnahen Bereiche nicht so detail-
liert aufgelöst wie in der vorliegenden.
Um den Einfluss der Form der Dauerfestigkeitskurve auf die Rissfortschritts-
kurve zu untersuchen, wurden iterativ Parameterkombinationen ermittelt, die
dasselbe Zähigkeitsverhältnis ∆Kth/K0 bewirken. Die entsprechenden Rissfort-
schrittskurven sind in Abb. 4.22 dargestellt. Gemäß den abgebildeten Kurven
führt eine sinkende Anfangsdauerfestigkeit mit entsprechend erhöhtem Dauer-
festigkeitsexponenten zu einem Absinken der Rissfortschrittsrate. Dieser Effekt
ist besonders in den Bereichen I und II ausgeprägt. Für den PARIS-Exponenten
bedeutet dies einen Anstieg. Dieser Zusammenhang entspricht der Erwartung,
wonach die Dauerfestigkeitseigenschaften der Kohäsivzone einen signifikanten
Einfluss auf die Charakteristiken des Ermüdungsrisswachstums (Schwellenwert
∆Kth, PARIS-Exponent m) haben. Diese Eigenschaften können bei der gezielten
Identifikation der zyklischen Kohäsivparameter anhand von experimentell ermit-
telten Werkstoffdaten genutzt werden. Beachtenswert ist dabei, dass der Einfluss
der Dauerfestigkeitskurve auf die Rissfortschrittskurve weitaus ausgeprägter ist

















Abb. 4.21.: Rissfortschrittskurven: Variation des Dauerfestigkeitsexponenten α = {1, 2, 5, 10};


















Abb. 4.22.: Rissfortschrittskurven: Einfluss der Form der Dauerfestigkeitskurve durch gleichzeiti-
ge Variation der Anfangsdauerfestigkeit τe0 = {0.7, 0.8, 0.9} und des Dauerfestigkeitsexponen-
ten α = {1.5, 2.0, 2.8} bei konstantem Schwellenwert ∆Kth; exponentielles Kohäsivgesetz
(ε = 1, ω = 1, κ = 0, ̺ = 1, R = 0)


















Abb. 4.23.: Rissfortschrittskurven: Variation des Schädigungsexponenten ̺ = {0.01, 0.05, 0.1,
0.5, 1, 2}; exponentielles Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, τe0 = 0.9, α = 5, R = 0)
4.5.4. Schädigungsexponent
Die lokale Schädigungsentwicklung eines Materialpunktes in der Kohäsivzone
wird maßgeblich durch den Schädigungsexponenten ̺ bestimmt. Geringe Wer-
te von ̺ bewirken eine hohe Schädigungsrate. Mit steigendem ̺ sinkt die Schä-
digungsrate (siehe (3.40)). Aufgrund dieses Zusammenhangs wurde, um den
numerischen Aufwand der Parameterstudie zu senken, der Einfluss des Schädi-
gungsexponenten auf die Rissfortschrittskurve im Bereich 0.01 ≤ ̺ ≤ 2 unter-
sucht. Sowohl die Dauerfestigkeitskurve als auch die monotone Hüllkurve wer-
den durch ̺ nicht beeinflusst, sodass das Zähigkeitsverhältnis ∆Kth/K0 für die-
se Untersuchung konstant ist. Die Rissfortschrittskurven sind in Abb. 4.23 darge-
stellt. Es zeigt sich ein ausgeprägter Einfluss des Schädigungsexponenten auf die
Rissfortschrittsrate. Für den gesamten Lastbereich gilt: Je höher der Schädigungs-
exponent ̺ ist, desto geringer fällt die Rissfortschrittsrate aus. In dieser Beziehung
spiegelt sich der beschriebene lokale Einfluss des Schädigungsexponenten direkt
wider. Bezüglich der PARIS-Parameter lässt sich mit steigendem ̺ ein Anstieg des
PARIS-Exponenten (Neigung des Bereichs II steigt) sowie ein Absinken des PARIS-
Koeffizienten (vertikale Verschiebung in Richtung kleinerer Rissfortschrittsraten)
feststellen.
4.5.5. Krümmung der Entlastungspfade
Die Krümmung der Entlastungspfade wird durch den Parameter κ bestimmt. Ei-
ne starke Krümmung der Entlastungspfade liegt bei κ = 1 vor, für κ = 0 kann
von einer moderaten Krümmung gesprochen werden. Der Bereich 0 ≤ κ ≤ 1




















Abb. 4.24.: Rissfortschrittskurven: Variation des Krümmungsexponenten κ = {0, 1} bei kon-
stantem Schwellenwert∆Kth infolge angepasster Werten α = {5, 2.08}; exponentielles Kohä-
sivgesetz (ε = 1, ω = 1, τe0 = 0.9, ̺ = 1, R = 0)
stanten Schwellenwert zu garantieren, wurde bei der Parametervariation der
Dauerfestigkeitsexponent α angepasst. Die Verläufe der Rissfortschrittskurven in
Abb.4.24 ähneln denen bei Variation der Dauerfestigkeitsparameter (vergleiche
Abb. 4.22). Der PARIS-Exponent steigt mit steigendem κ und fallendem α.
Der Einfluss der Krümmung der Entlastungspfade auf die Rissfortschrittsrate
kann anhand der energetischen Betrachtungen in Abschnitt 3.5 erklärt werden.
Wie dort erläutert und in den Abb. 3.6 und 3.15 illustriert ist, steuert der Para-
meter κ das Verhältnis zwischen der gespeicherten (reversiblen) sowie der dis-
sipierten lokalen Energiedichte. Die zyklischen Spannungs-Separations-Kurven
sind für κ = 0 und κ = 1 bei gleichem Lastniveau nahezu identisch. Zustän-
de der Materialpunkte, die zu einem beliebigen Punkt auf der zyklischen Span-
nungs-Separations-Kurve gehören, unterscheiden sich in ihren Werten für die
Fundamentalschädigung70 D und in der Menge an Energie, die im Laufe der
jeweiligen Belastungsgeschichten dissipierte, um den betrachteten Zustand zu
erreichen.71 Die jeweilige Dissipationsdichte sinkt mit steigendem Krümmungs-
exponenten κ. Da diese Zusammenhänge für jeden Punkt innerhalb der Ko-
häsivzone gelten, kann auf globaler Ebene daraus geschlossen werden, dass
mit steigendem κ die Energie sinkt, die während eines Lastspiels infolge des
Rissfortschritts dissipiert. Für den betrachteten Fall eines festen Lastniveaus er-
scheint die in Abb. 4.24 dargestellte Beziehung, wonach die Rissfortschrittsrate
70 Für den Fall einer monotonen Belastung oder wenn ein Punkt auf der monotonen Hüllkurve
eingenommen wird, sind die Werte der Fundamentalschädigung identisch.
71 Infolgedessen unterscheiden sich auch die Werte für die Schädigung D, da diese als das
Verhältnis dissipierte Energiedichte zu Bruchenergiedichte definiert worden war (siehe Ab-
schnitt 3.5).
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mit steigendem κ abnimmt, plausibel. Dasselbe trifft auf den Zusammenhang
zwischen dem äußerem Lastniveau und dem Krümmungsexponenten für eine
feste Rissfortschrittsrate zu. Demnach muss die Last erhöht werden, um mit ei-
nem größeren κ dieselbe Rissfortschrittsrate zu erzielen.
Auf lokaler Ebene können die Lastgeschichten zweier Materialpunkte mit
κ = 0 und κ = 1 verglichen werden. Es zeigt sich, dass die Dissipationsinkremen-
te (Zuwachs der Dissipationsdichte des einzelnen Materialpunktes pro Lastspiel)
erwartungsgemäß mit zunehmendem κ sinken. Der einzelne Materialpunkt ist
allerdings für κ = 1 über einen längeren Zeitraum innerhalb der aktiven Schädi-
gungszone und erfährt damit mehr schädigungswirksame Lastspiele. Dabei stellt
sich für κ = 1 eine höhere akkumulierte lokale Dissipationsdichte (erreichte Dis-
sipationsdichte zum Versagenszeitpunkt, d. h., wenn keine Kohäsivspannungen
mehr übertragen werden können) im Vergleich zu κ = 0 ein.
Abgesehen von diesen Aussagen ist eine allgemeine und umfassende Ana-
lyse der Wechselwirkung zwischen dem lokalen Schädigungsprozess und dem
globalen Rissfortschritt nur schwer möglich. Hier müsste auch die Abhängigkeit
der Dauerfestigkeitskurve von κ einbezogen werden. Der vergleichsweise gerin-
ge Einfluss des Krümmungsexponenten auf die Rissfortschrittskurve und der enge
Wertebereich 0 ≤ κ ≤ 1 rechtfertigen diesen Aufwand innerhalb der vorliegen-
den Arbeit allerdings nicht.
4.5.6. Zusammenfassung und Diskussion
In der vorliegenden Parameterstudie wurde der Einfluss aller relevanten Parame-
ter des zyklischen Kohäsivzonenmodells auf das damit simulierte Ermüdungsriss-
wachstumsverhalten untersucht. Die zu variierenden Parameter konnten anhand
der strukturierten Modellierung (siehe Kapitel 3) bereits im Vorfeld der Studie in
»monotone«, »zyklische« und »Normierungsparameter« unterschieden werden.
Letztere sind die Parameter t0, s0 und Γ0, mit denen die Achsen des Rissfort-
schrittsdiagramms skaliert werden. Als monotone Parameter gelten die Formpa-
rameter ε und ω. Die Form der monotonen Hüllkurve, die durch sie bestimmt
wird, hat gemäß den Ergebnissen in Unterabschnitt 4.5.2 keinen bzw. nur einen
geringen Einfluss auf die Rissfortschrittskurve. Im Gegensatz dazu beeinflussen
die zyklischen Parameter τ e0 , α und ̺ sowohl die PARIS-Parameter als auch den
Schwellenwert. Dieser Zusammenhang verdeutlicht die enge Verbindung zwi-
schen lokalem Separations- bzw. Schädigungsverhalten und dem globalen Er-
müdungsrisswachstum. Eine Sonderstellung nimmt der Krümmungsexponent κ
ein. Aufgrund seiner physikalischen (energetischen) Bedeutung beeinflusst er so-
wohl das Schädigungsverhalten unter monotoner als auch unter zyklischer Be-
lastung. Aus diesem Grund hat die Variation von κ auch eine Veränderung der
Ermüdungsrisskennwerte zur Folge.
Als Zusammenfassung der Parameterstudie werden die berechneten Kennwer-
te des Ermüdungsrisswachstums Schwellenwert ∆Kth und PARIS-Exponent m in
einem Diagramm gegenübergestellt. Dabei wird der reziproke PARIS-Exponent
1/m in Abhängigkeit vom Zähigkeitsverhältnis ∆Kth/Kc aufgetragen, wodurch
jeweils ein Kennwert der Bereiche I, II und III einer Rissfortschrittskurve in dieser
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Darstellung enthalten sind. Jeder Punkt in Abb. 4.25 repräsentiert damit eine
simulierte Rissfortschrittskurve. Für die hier genutzte Annahme linear-elastischen
Matrixmaterials gilt Kc = K0. Zusätzlich zu diesen numerisch erzeugten Daten
sind Konturen technisch bedeutsamer Werkstoffgruppen in das Diagramm ein-
getragen. Diese Informationen sind Bestandteil einer von FLECK, KANG und AS-
HBY (1994) zusammengetragenen Übersicht zyklischer Materialparameter und
sollen hier zur Bewertung des simulierten Ermüdungsrisswachstumsverhaltens
genutzt werden. Zwischen dem reziproken PARIS-Exponenten und dem dekadi-
schen Logarithmus des Zähigkeitsverhältnisses besteht nach FLECK, KANG und
ASHBY (1994) näherungsweise ein linearer Zusammenhang. Demnach können












abgeschätzt werden. Die entsprechende Gerade ist ebenfalls in der halbloga-
rithmischen Abb. 4.25 eingetragen.
Die Wahl der Kohäsivparameter des Referenzparametersatzes (ε = 1, ω = 1,
κ = 0, τ e0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1), der dem Zentrum der Simulationsergebnis-
punkte in Abb. 4.25 zuzuordnen ist, erfolgte willkürlich bzw. aus numerischen
Gründen.72 Ohne dass bis dahin konkrete Werkstoffeigenschaften in die Mo-
dellierung der Ermüdungsrissausbreitung eingegangen sind, liegt dieser Punkt
mit m ≈ 6.4 und ∆Kth/Kc ≈ 0.4 bereits innerhalb des technisch relevanten
Bereichs. Analysiert man nun, welche Wirkung die verschiedenen Parameterva-
riationen haben bzw. welche (Material-)Gebiete in der 1/m-∆Kth/Kc-Darstel-
lung betreten werden, so kann zunächst eine Einteilung in zwei Gruppierungen
vorgenommen werden. Bei der Variation der Formparameter ε und ω, der An-
fangsdauerfestigkeit τ e0 sowie des Dauerfestigkeitsexponenten α verlaufen die
jeweiligen Verbindungslinien der Ergebnispunkte in guter Näherung parallel zu
der von FLECK, KANG und ASHBY (1994) formulierten Abschätzung nach (4.31).
Wenn man dabei hinzuzieht, dass die Variation der vier Parameter bereits einen
Großteil der jeweiligen relevanten Wertebereiche abdeckt, zeigt dieser Zusam-
menhang, dass die Position des Punktes des Referenzparametersatzes keines-
falls ein Zufallsprodukt ist. Vielmehr scheint der den Materialgruppen innewoh-
nende Zusammenhang zwischen PARIS-Exponent und Zähigkeitsverhältnis auch
dem Kohäsivgesetz eigen zu sein. Die Annahme bzgl. des Kohäsivzonenpoten-
zials, der Dauerfestigkeitsmodellierung sowie der Schädigungsentwicklung wer-
den durch diese erste qualitative Bewertung bestätigt. In der zweiten Gruppe
der Variationen wurde der Einfluss der Form der Dauerfestigkeitskurve und des
Schädigungsexponenten ̺ untersucht. Hier gilt ∆Kth/Kc ≈ konst., sodass sich
die in Abb. 4.25 aufgetragenen Punkte voneinander nur in ihren PARIS-Expo-
72 Mit dem genannten Parametersatz kann das prinzipielle Verhalten des Kohäsivgesetzes gut
visualisiert und erklärt werden. Infolge der hohen Anfangsdauerfestigkeit setzt die Schädi-
gungsinitiierung schon früh ein, was die Anzahl der zu simulierenden Lastspiele reduziert.
Aus diesem Grund wurde auch der hohe Schädigungsexponent ̺ = 1 gewählt.
















































ε = {0.2 . . . 10}, siehe Abb. 4.17
ω = {1 . . . 10}, siehe Abb. 4.18
τe0 = {0.1 . . . 0.9}, siehe Abb. 4.20
α = {2 . . . 10}, siehe Abb. 4.21
Dauerfestigkeitskurve, siehe Abb. 4.22
̺ = {0.01 . . . 2}, siehe Abb. 4.23
Abb. 4.25.: PARIS-Exponentm in Abhängigkeit vom Zähigkeitsverhältnis ∆Kth/Kc: Material-
daten aus (FLECK, KANG und ASHBY, 1994) und Zusammenfassung der Simulationsergebnisse
aus Abschnitt 4.5
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nenten unterscheiden. Die genannten Variationen bewirken damit eine vertikale
Verschiebung im 1/m-∆Kth/Kc-Diagramm.
Kombiniert man die Eigenschaften beider Variationsgruppen, so erscheint die
gezielte Identifikation von Kohäsivparametern für eine gegebene Paarung (m,
∆Kth/Kc) eines bestimmten Werkstoffes möglich. Aufgrund der komplexen Ab-
hängigkeitsbeziehungen müssten die Parameter τ e0 , α und ̺ gleichzeitig iden-
tifiziert werden, was mittels nichtlinearer Optimierung erfolgen kann. Die so
gewonnenen Parametersätze sind i. Allg. nicht eindeutig. Daher wäre es wün-
schenswert, zumindest einen der genannten Parameter anhand eines weiteren
zyklischen Versuchs zu identifizieren. Zu diesem Zweck wird in Kapitel 5 die Er-
müdung homogen beanspruchter Kohäsivzonen untersucht. Ferner wird für die
monotonen Kohäsivparameter angenommen, dass sie auf Basis monotoner Be-
lastungsfälle identifiziert werden können. Das vollständige in dieser Arbeit vor-
geschlagene Identifikationskonzept wird in Kapitel 7 diskutiert.
Bei der Bewertung der numerisch erzeugten Kennwerte ∆Kth und m müssen
auch die Annahmen bzgl. des Matrixmaterialverhaltens berücksichtigt werden.
Alle Simulationen wurden für linear-elastisches Matrixmaterial mit festem Elasti-
zitätsmodul E = 100 t0 und einer Querkontraktionszahl ν = 0.3 durchgeführt.
Der Einfluss des Elastizitätsmoduls auf die Rissfortschrittskurve ist in Abb. 4.26
dargestellt. Mit steigenden Werten für E erhöhen sich die Rissfortschrittsraten
(vertikale Verschiebung). In der hier gewählten normierten Darstellung der Riss-
fortschrittsraten in Abhängigkeit vom Verhältnis∆KI/K0 wird der Schwellenwert
bzw. das Schwellenwertverhältnis ∆Kth/K0 durch den Elastizitätsmodul nicht
beeinflusst (siehe (4.13)). Bezüglich des Bereichs II ergibt sich eine ausgeprägte
Abhängigkeit des PARIS-Koeffizienten C von den elastischen Eigenschaften des
Matrixmaterials bei nahezu konstantem Anstieg (m ≈ konst.).
Die Annahme des elastischen Matrixmaterialverhaltens ist für spröde Werkstof-
fe wie Keramiken (m > 10) gerechtfertigt. Für Metalllegierungen mit m ≈ 2 . . . 5
(z. B. CIAVARELLA, PAGGI und CARPINTERI, 2008) sind elastisch-plastische Materi-
algesetze erforderlich. Die Dissipation bei Rissfortschritt in elastisch-plastischem
Material ergibt sich nun nicht allein aus dem dissipativen Schädigungsprozess
der aktiven Kohäsivzone (Schädigungsprozesszone), sondern auch aus der plas-
tischen Verformung innerhalb der plastischen Zone (siehe KUNA, 2010, S. 84;
TVERGAARD und HUTCHINSON, 1992). Die Bruchzähigkeit Kc lässt sich damit
nicht mehr direkt aus dem Kohäsivparameter Γ0 (normierte Bruchenergiedichte
bzw. Separationsarbeit) berechnen. Für elastisch-plastische Materialien ergeben
sich im Vergleich zu den vorliegenden Ergebnissen geringere Zähigkeitsverhält-
nisse ∆Kth/Kc bei konstanten Kohäsivparametern. Dies entspricht in Abb. 4.25
einer Verschiebung der Punkte nach links. Ein zweiter Effekt, der bei aktiver
Plastizität einsetzen würde, ist der Mechanismus der Rissspitzenabstumpfung.
Rissfortschritt aufgrund rein plastischer Rissspitzenabstumpfung führt nach AN-
DERSON (2005, S. 494) auf einen theoretischen PARIS-Exponenten m = 2. Für
die Rissfortschrittskurven mit elastisch-plastischem Matrixmaterial wird deshalb
auch mit geringeren Werten für m gerechnet. Dies entspräche einer Verschie-
bung der Punkte nach oben. Unter Berücksichtigung dieser Zusammenhänge

















Abb. 4.26.: Rissfortschrittskurven: Variation des Elastizitätsmoduls E/t0 = {50, 100, 200};
exponentielles Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, τe0 = 0.9, α = 5, ̺ = 1, R = 0)
wird erwartet, dass mit der Kombination aus plastischem Matrixmaterialmodell
und Kohäsivzonenmodell in Abb. 4.25 der Bereich der technischen Legierungen
abgedeckt werden kann. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit war diesbezüglich
allerdings keine detaillierte Studie möglich.
4.6. Überlasteffekte
Im vorangegangenen Abschnitt wurde der Einfluss der Kohäsivparameter auf die
stationäre Rissfortschrittsrate unter konstanten zyklischen Lastbedingungen un-
tersucht. Nun soll analysiert werden, welche Auswirkung variable Lastparameter
auf das Ermüdungsrisswachstum haben. Dabei ist insbesondere die Entwicklung
der Rissverlängerung bei einzelnen Überlasten und Blocküberlasten von Interes-
se. Es werden beide Lastparameter χ, d. h. KmaxI , und R variiert. Zum Zeitpunkt
der Überlast liegt ein stationärer Zustand vor. Für den exemplarisch betrachteten
Kohäsivparametersatz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, τ e0 = 0.9, α = 2 und ̺ = 1) und
der zyklischen Grundlast mit χ = 0.4 sowie R = 0 ist diese Bedingung nach 50
Lastspielen erfüllt.
Mit den im Folgenden vorgestellten exemplarischen Lastfällen ist nicht die Ge-
samtheit der Überlasteffekte beschrieben, die die numerischen Analysen erge-
ben haben. Eine vertiefende Untersuchung der durch das zyklische Kohäsivge-



















Abb. 4.27.: Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven ∆aτ (N) (Strichpunktlinie), ∆aD(N) (gestri-
chelte Linie) und Länge der Schädigungsprozesse LDPZ(N) (Volllinie) für zyklische Grund-
last mit χ = 0.4, R = 0 (50 Lastspiele) und eine einzelne Überlast mit χover = 0.8 bzw.
KoverI ≈ 1.4K
max
I , R = 0; exponentielles Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, τ
e
0 = 0.9,
α = 2, ̺ = 1)
4.6.1. Einzelne Überlast
Abbildung 4.27 zeigt Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven ∆aD(N), ∆aτ (N)
und die Länge der Schädigungsprozesszone LDPZ(N) für die zyklische Grund-
last und eine einzelne Überlast mit χover = 0.8. Die Kurven weisen zu Beginn
den typischen transienten Bereich auf, in dem sich die aktive Kohäsivzone in-
nerhalb von 20 Lastspielen auf eine Länge von LDPZ ≈ 20 s0 ausbildet. Der





/dN und LDPZ charakterisiert. Die Überlast bei N = 51 bewirkt zu-
nächst eine sprunghafte Verlängerung der Schädigungsprozesszone. Verglichen
mit dem stationären Zustand initiiert die Schädigung nun weiter vor der Rissspit-
ze. Während der zyklischen Weiterbelastung mit den ursprünglichen Lastparame-
tern nähert sich LDPZ wieder dem stationären Wert an. Nach ca. 50 Lastspielen
wird der ursprüngliche Zustand vor der Überlast erneut erreicht. Die Rissverlän-
gerungs-Lastspiel-Kurven verlaufen nun wieder parallel zueinander und zu den
Vergleichskurven ohne Überlast. Die einzelne Überlast bewirkt eine Rissverlän-
gerung von etwa 25 s0 (Versatz zwischen den Kurven mit und ohne Überlast).
Einen detaillierten Einblick in die Vorgänge innerhalb der Kohäsivzone erlau-
ben die Kohäsivzonenprofile in Abb. 4.28. Hier sind die Verteilungen der ef-
fektiven Kohäsivspannung τ (x) sowie der Schädigungsvariablen D(x) auf dem
Ligament dargestellt. Die grünen Volllinienkurven entsprechen den Profilen des
stationären Zustands, mit roten Volllinien sind die Profile des Überlastzyklus dar-
gestellt. Die blauen Kurven gehören zu ausgewählten Lastspielen nach der Über-
last. Die Prozesszone des jeweiligen Lastspiels wird durch die Punkte (τ ≈ 0,
D ≈ 1) und (τ = τmax, D = 0) begrenzt. Die beiden Darstellungen veranschau-
lichen damit ebenfalls die Entwicklung der Länge der Schädigungsprozesszone























Abb. 4.28.: Kohäsivzonenprofile: a) τ(x) und b)D(x) für stationäres Lastspiel N = 50 (grüne
Volllinie), Lastspiel der Überlast N = 51 (rote Volllinie) und Lastspiele nach der Überlast (blaue
Linien) N = {52, 55, 61, 70}; Kohäsiv- und Lastparameter siehe Abb. 4.27
LDPZ.73 Beide Profile werden durch die Überlast abgeflacht, die Prozesszone
wird länger. Im Zuge der zyklischen Weiterbelastung werden die Profile wieder
steiler bis sie ihre ursprüngliche Form angenommen haben. Bemerkenswert da-
bei ist, dass die Maxima der τ -Profile in den ersten Lastspielen nach der Überlast
geringere Werte aufweisen als im stationären Profil. Während der ersten Lastspie-
le wächst das Spannungsmaximum an, wobei der Ort der Maximalspannung
x(τmax) ≈ 100 s0 nahezu konstant bleibt. Dieser Effekt verursacht die (Riss-)Ver-
zögerung der ∆aτ -Kurve in Abb. 4.27 unmittelbar nach der Überlast (Plateau
mit ∆a ≈ 100 s0).
Eine Erklärung für dieses Verhalten ergibt sich aus der Interpretation der zykli-
schen Spannungs-Separations-Kurven in Abb.4.29. Für diese Kurven wurden die
Profile der effektiven Separation λ(x) und der effektiven Kohäsivspannung τ (x)
ausgewertet. Die zyklische Spannungs-Separations-Kurve des stationären Zu-
stands (grüne Volllinie) liegt zwischen Dauerfestigkeitskurve und monotoner Hüll-
kurve, was entsprechend der Ausführungen in Unterabschnitt 4.4.3 eine Bedin-
gung für stationäre zyklische Rissausbreitung ist. Für Bereiche auf dem Ligament,
bei denen die Schädigung infolge der Überlast initiiert, entspricht der Überlastzy-
klus einer (schädigungsrelevanten) monotonen Erstbelastung. Die entsprechen-


















Abb. 4.29.: Zyklische Spannungs-Separations-Kurven für stationäres Lastspiel N = 50 (grüne
Volllinie), Lastspiel der Überlast N = 51 (rote Volllinie) und Lastspiele nach der Überlast (blaue
Linien) N = {52, 55, 61, 70}; Kohäsiv- und Lastparameter siehe Abb. 4.27
de zyklische Spannungs-Separations-Kurve (rote Volllinie) ist deshalb teilweise
identisch mit der monotonen Hüllkurve. In den ersten Lastspielen nach der Über-
last werden wegen der im Vergleich zur Überlast geringeren lokalen Beanspru-
chung die lokalen Dauerfestigkeitsgrenzen in großen Bereichen der Prozesszo-
ne nicht überschritten. Die jeweiligen zyklischen Spannungs-Separations-Kurven
(blau) liegen deshalb teilweise links der Dauerfestigkeitskurve, ihre Maximalwer-
te unterschreiten τ e0 . Dies entspricht dem Bereich in Abb. 4.28b), in dem die
(blauen) Schädigungsprofile für kleine D zusammenfallen (80 < x/s0 < 100).
Hier initiierte die Schädigung aufgrund der Überlast. Für die sich anschließen-
den Lastspiele gehört dieser Bereich zwar zur geschädigten Zone (und damit
zu LDPZ), es erfolgt aber zunächst keine weitere Schädigungsentwicklung.74 An
der Schädigungsentwicklung nehmen nur die Bereiche der Kohäsivzone teil, de-
ren Zustände Punkte rechts der Dauerfestigkeitskurve im zyklischen Spannungs-
Separations-Diagramm einnehmen. Im Zuge der weiteren Schädigungsentwick-
lung sinkt hier die maximal übertragbare Spannung, die zyklischen Spannungs-
Separations-Kurven werden steiler. Weil die Fläche unter den zyklischen Span-
nungs-Separations-Kurven der zu KmaxI gehörenden normierten Energiefreiset-
zungsrate entspricht und somit für alle Lastspiele vor und nach der Überlast
konstant ist, muss der Maximalwert der Kurven τmax steigen. Sobald die zykli-
sche Spannungs-Separations-Kurve vollständig außerhalb der Schädigungskur-
ve liegt, trägt wieder die gesamte Schädigungszone zur Schädigungsentwicklung
bei. Es stellt sich nach wenigen Lastspielen erneut der stationäre Zustand ein.
74 Eine mögliche Bezeichnung für diesen Bereich während der Rissverzögerung wäre »passive
Schädigungszone«.

















Abb. 4.30.: Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven ∆aτ (N) (Strichpunktlinie), ∆aD(N) (gestri-
chelte Linie) und Länge der Schädigungsprozesszone LDPZ(N) (Volllinie) für zyklische Grund-
last mit χ = 0.4, R = 0 (50 Lastspiele) und eine Blocküberlast von 10 Lastspielen mit
χover = 0.8; Kohäsivparameter siehe Abb. 4.27
4.6.2. Blocküberlasten
Das Verhalten bei Blocküberlasten von 10 Lastspielen mit erhöhtem χover = 0.8
und konstantem Lastverhältnis R = 0 entspricht im Wesentlichen dem infolge
einzelner Überlasten. Die Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven in Abb. 4.30 zei-
gen eine konstante erhöhte Rissfortschrittsrate während der Blocküberlast. Dem-
nach führt eine Erhöhung von KmaxI zu einer Rissbeschleunigung, während die
Reduzierung der Oberlast den Riss verlangsamt. Die Übergangsbereiche sind
durch die im vorangegangenen Unterabschnitt bereits diskutierten Beziehungen
charakterisiert.
Die Variation des Lastverhältnisses R bei konstanter Oberlast KmaxI = konst.
bzw. χ = konst. weist einen ähnlichen Zusammenhang zwischen der Rissfort-
schrittsrate und dem Lastverhältnis aus. Mit steigendem R sinkt die sich einstel-
lende stationäre Rissfortschrittsrate (siehe Abb. 4.31). Dieser Effekt ist weitaus
geringer ausgeprägt als der der erhöhten Oberlast. Als Grund dafür kann der
bereits mehrfach in dieser Arbeit beschriebene dominante Einfluss der Oberlast
KmaxI auf das mit dem Kohäsivzonenmodell simulierte zyklische Risswachstum
herangezogen werden.
Die hier vorgestellten Resultate entsprechen im Wesentlichen den Ergebnis-
sen von SIEGMUND (2004). Das beschriebene transiente Risswachstumsverhalten
beim Wechsel der zyklischen Lastparameter spiegelt demnach an Keramiken er-
mittelte experimentelle Ergebnisse wider. Für die Simulation des Risswachstums-
verhaltens von Metallen erscheint es erforderlich, das Rissmodell mit elastisch-
plastischem Matrixmaterial zu erweitern. Die Wechselwirkung zwischen kohäsi-
ver Schädigungsprozesszone und plastischer Zone bei komplexen Belastungssi-
tuationen müsste mit diesem erweiterten Modell untersucht werden.
Darüber hinaus eröffnen die hier diskutierten Vorgänge eine effiziente Mög-


















Abb. 4.31.: Rissverlängerungs-Lastspiel-Kurven ∆aτ (N) (Strichpunktlinie), ∆aD(N) (gestri-
chelte Linie) und Länge der Schädigungsprozesszone LDPZ(N) (Volllinie) für zyklische Grund-
last mit χ = 0.4, R = 0 (50 Lastspiele) und eine Blocküberlast von 10 Lastspielen mit
Rover = 0.8; Kohäsivparameter siehe Abb. 4.27
simulationen mit jeweils konstanten Lastparametern (χ, R) nur eine Simulation
bestehend aus mehreren Lastschritten und nur blockweise konstanten Lastpara-
metern genutzt werden. Der Vorteil dieses Ansatzes wäre, dass nur einmal der
transiente Bereich bis zum vollständigen Ausbilden der Schädigungsprozesszone
simuliert werden muss. Die Anzahl der dazu notwendigen Lastspiele erscheint
deutlich größer als die der Übergangsbereiche beim Wechsel der zyklischen
Blocklastparameter. In diesem Konzept müssten allerdings zusätzliche Kriterien







5.1. Motivation und Grundlagen der Modellierung
In diesem Kapitel wird das Verhalten des zyklischen Kohäsivgesetzes bei Anwen-
dung auf homogen beanspruchte Grenzflächen untersucht. Die schwingende
Belastung erfolgt spannungskontrolliert (Lastspannung σ) mit konstanter Ampli-
tude und festem Lastverhältnis. Es werden zunächst Lastfälle mit reiner Bean-
spruchungsart vom Typ Modus I (Normalspannung, Index N) oder Modus II
(Schubspannung, Index S) analysiert. Die Beanspruchung in diesen Fällen sei
durch die effektive Kohäsivspannung τ beschrieben, die dem normierten Last-
spannungsniveau (Normal- oder Schubspannung) entspricht. Die jeweiligen Be-
anspruchungsparameter für Amplitude und Mittelwert seien als τ a und τm be-
zeichnet. Die Lastfälle mit reinem Modus I bzw. Modus II können damit mit den
Spannungszuständen der Modelle assoziiert werden, die in den Abb. 5.1 und
5.2 dargestellt sind. Abbildung 5.1 repräsentiert einen idealisierten spannungs-
gesteuerten Zug-Druck-Schwingversuch, der auch als WÖHLER-Versuch bezeich-
net wird (siehe HAIBACH, 2006, S. 21, basierend auf WÖHLER, 1860; WÖHLER,
1863; WÖHLER, 1870). Die Normalkoordinate des Kohäsivspannungsvektors in
der Grenzfläche tn = t0τN entspricht bei dieser homogenen einachsigen Be-
anspruchung der Spannung im Matrixmaterial in Belastungsrichtung bzw. der
Lastspannung σ. In Abb. 5.2 ist ein ebenfalls idealisierter Scherversuch skizziert.
Die in den beiden markierten Grenzflächen übertragene homogene Schubspan-
nung tt = t0τS entspricht bei den gewählten geometrischen Probenabmaßen
betragsmäßig ebenfalls der angelegten äußeren Spannung σ.75 Des Weiteren
werden mixed-mode-Lastfälle untersucht. Auch hier wird von homogenen Bean-
spruchungssituationen ausgegangen. Die Beanspruchung wird in diesen Fällen
durch die beiden Koordinaten des Kohäsivspannungsvektors in Normalen- und
Tangentialrichtung tn und tt definiert.
Aufgrund der Annahmen bzgl. der Homogenität des Spannungszustands und
der Lastannahmen ist ein einzelner Materialpunkt innerhalb der Kohäsivzone
repräsentativ für die gesamte Grenzfläche. Für die im Folgenden vorgestellten
75 Um einen homogenen Schubspannungszustand zu erreichen, müsste darüber hinaus das
Matrixmaterial näherungsweise starr sein bzw. ein großer Steifigkeitsunterschied zwischen
Grenzfläche und Matrix bestehen. Experimentell wird der Beanspruchungszustand durch
Einspannungen realisiert (siehe z. B. WIPPLER und KUNA, 2008).




Abb. 5.1.: 2D-Modell eines
einachsigen Schwingversuchs
(WÖHLER-Versuch) mit zykli-








Abb. 5.2.: 2D-Modell eines schwingenden Scherver-
suchs mit zyklischer Lastspannung σ und Schubspannung
tt = t0τ
S = σ innerhalb der beiden Grenzflächen (Kohä-
sivzonen)
numerischen Studien wurde es deshalb als ausreichend erachtet, nur das Sepa-
rations- und Schädigungsverhalten dieses einen Materialpunktes zu simulieren.
Diese Modellierung impliziert damit zusätzlich die Annahme, dass die Werkstoff-
ermüdung ebenfalls ein homogener Prozess ist, d. h., dass alle Materialpunkte
der Grenzflächen in gleichem Maße Schädigung akkumulieren. Auch das so
berechnete Materialversagen setzt homogen, also überall in der Kohäsivzone,
und gleichzeitig ein. Diese Annahmen sind als starke Vereinfachungen des be-
obachtbaren Materialverhaltens zu bewerten. Werkstoffermüdung ist keinesfalls
homogen. Die Schädigung initiiert vielmehr lokal in hochbeanspruchten Gebie-
ten des Probenvolumens. Dies kann z. B. in der Nähe von geometrischen Imper-
fektionen, Hohlräumen oder materiellen Inhomogenitäten geschehen. Auch Stö-
rungen in der Kollinearität zwischen Belastungsrichtung und Probenorientierung
können zu Konzentrationen der Beanspruchung führen. Infolge dieses lokalen
Versagens kommt es in Schwingversuchsproben zu Anrissen. Die Gesamtlebens-
dauer der Proben setzt sich damit aus einer Lastspielzahl bis zum detektierten
Anriss und der Restlebensdauer zusammen. Während im erstgenannten Zeit-
raum die Mikroschädigung stattfindet, die letztlich zum Anriss führt, ist die Rest-
lebensdauer von der Ermüdungsrissausbreitung geprägt. Das Versagen erfolgt
mit Restbruch, sobald die aufgeprägte Belastung die verbliebene Tragfähigkeit
der Probe übersteigt.
Mit der in diesem Kapitel genutzten Werkstoffmodellierung unter Nutzung
des Kohäsivzonenmodells werden alle Schädigungsprozesse innerhalb der Er-
müdungsproben auf den sukzessiven Abbau der Festigkeit sowie der dauerfest
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ertragbaren Spannung reduziert. Bruchmechanische Konzepte zur Ermittlung
des Anteils der Ermüdungsrissausbreitung an der Gesamtlebensdauer kommen
nicht zur Anwendung. Die somit berechneten Lebensdauern müssen vor dem
Hintergrund dieser Zusammenhänge bewertet werden. Das Kohäsivzonenmo-
dell wurde ursprünglich nicht für diese festigkeitsbasierten Ermüdungsvorgänge
konzipiert. Bei dem in Kapitel 3 vorgestellten Konzept zur Formulierung eines
zyklischen Kohäsivzonenmodells wurde stets das Verhalten vor der Rissspitze
adressiert. Das im Folgenden vorgestellte Kohäsivzonenverhalten als Reaktion
auf eine homogene zyklische Spannungslast ist ein »natürliches Ergebnis« dieser
Modellierung. Aus diesem Grunde sollen die Resultate in diesem Kapitel auch
nur qualitativ bewertet werden. Nichtsdestotrotz ermöglichen diese Studien ein
tieferes Verständnis für das Kohäsivzonenverhalten und erweitern das Anwen-
dungsspektrum zyklischer Kohäsivzonenmodelle.
Für die Lebensdauerberechnung wurde ein Programm in FORTRAN-Quell-
code geschrieben. Das Programm steuert die unterschiedlichen Belastungssze-
narien sowie die Gleichgewichtsiterationen. Dabei wird die vorhandene, auch
bei der FE-Simulation genutzte Materialroutine des Kohäsivzonenmodells auf-
gerufen und ggf. das sich ergebende lineare Gleichungssystem gelöst. Dieses
Programm kann damit als eine stark abgerüstete FE-Software bezeichnet wer-
den (Freiheitsgrad 2). Im Vergleich zur Verwendung des kommerziellen FE-Pro-
gramms ABAQUS ist es deutlich schneller. Lastfälle mit Lastspielzahlen bis zu
N = 2E+6 erfordern nur wenige Minuten Berechnungszeit.
Die Kennwerte eines Spannungs-Schwingspiels sind in Abb.5.3 illustriert. Ana-
log zu den Beziehungen der zyklischen Spannungsintensitäts-Zeit-Funktion (4.4)








τmax [1−R] . (5.2)





τ a = τmax − τm . (5.4)
Andere Kombinationen der Kennwerte existieren und sind in der Literatur verfüg-
bar (siehe HAIBACH, 2006, S. 21).
In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Parametersätze des expo-
nentiellen zyklischen Kohäsivzonenmodells genutzt. Tabelle 5.1 gibt eine Über-
sicht aller Parametersätze, die mit den Bezeichnungen P1 bis P8 referenziert wer-
den sollen. Neben den darin notierten Parametern gelte für alle Parametersätze
Γ0 = e sowie κ = 0.











Abb. 5.3.: Beanspruchungs-Zeit-Funktion τ(t) für Belastung mit konstanter Spannungsamplitu-
de und Periodendauer tP (Dauer eines Lastspiels)
Nr. ε ω τ e0 α ̺
P1 1 1 0.4 2 1
P2 1 1 0.25 1
P3 3.185 10 0.25 1
P4 1 1 0.25 2 2
P5 1 1 0.25 2 3
P6 3.185 10 0.25 2 3
P7 1 1 0.2 2 3
P8 1 1 0.25 1000 3
Tab. 5.1.: Parametersätze für exponentielles zyklisches Kohäsivgesetz
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5.2. Separations- und Schädigungsverhalten
Das Separations- und Schädigungsverhalten der beanspruchten Kohäsivzone
ist in Abb. 5.4 zusammengefasst. Als Lastparameter des betrachteten Lastfalls
wurden τ a = 0.3 und R = 0 gewählt. Es liegt damit eine schwellende Belas-
tung vor. In Abb. 5.4 ist das effektive Spannungs-Separations-Verhalten τ (λ)
sowie der Verlauf der Schädigungsentwicklung als Funktion der effektiven Se-
paration D(λ) dargestellt. Der Schädigungsprozess setzt wegen der Oberlast
τ e0 < τ
max < 1 im ersten Lastspiel ein. Die ersten Be- und Entlastungspfade
liegen vollständig auf der monotonen Hüllkurve. Ab einem Schädigungsniveau
von D > 1 bzw. für D > 0 weichen die Belastungspfade von den vorangegan-
genen Entlastungspfaden ab. Die jeweiligen Pfade trennen sich am Schnittpunkt
mit der ebenfalls eingezeichneten Dauerfestigkeitskurve. Die Entwicklung der
Belastungspfade, die mit steigendem Schädigungsniveau flacher werden, ver-
deutlicht, dass die Kohäsivfestigkeit sukzessive abnimmt. Der betrachtete Materi-
alpunkt versagt, sobald die reduzierte Festigkeit das Niveau der Oberspannung
unterschreitet. Es existiert nun kein Schnittpunkt mehr zwischen der horizontalen
Gerade τ = τmax = konst. und dem möglichen Belastungspfad. Die Anzahl
der ertragenen Lastspiele bis zum Materialversagen entspricht der gesuchten
Lebensdauer Nf = 25 bei konstanten Lastparametern.
Aus dem Verlauf der SchädigungD(λ) ist ersichtlich, dass der Beitrag des ein-
zelnen Lastspiels zur Gesamtschädigung mit zunehmender Lastspielzahl steigt.
Der Schädigungswert zum Zeitpunkt des Versagens sei mit Df bezeichnet. Bei
spannungskontrollierter Belastung lässt sich das Versagen nicht mit Df = 1 as-
soziieren, wie es bei separationsgesteuerter Belastung möglich wäre (siehe dazu
auch Abschnitt 6.3). Vielmehr liegt in dem hier betrachteten Fall die Versagens-
schädigung mit Df = 0.22 auf einem deutlich niedrigeren Niveau.
Neben dem Abfall der Kohäsivfestigkeit veranschaulicht Abb. 5.4 eben-





der Lastspielzahl bzw. Schädigungsentwicklung. Die Be- und Entlastungspfa-
de schneiden die Dauerfestigkeitskurve auf immer geringer werdenden Span-
nungsniveaus. Dieses Verhalten entspricht experimentellen Beobachtungen, wo-
nach die dauerhaft ertragbare Lastamplitude mit steigender Schwingspielzahl
abnimmt. Von GATTS (1961) wurde zur Bewertung und Quantifizierung dieser
Materialeigenschaft das »Dauerfestigkeitsverhältnis« ψ als das Verhältnis von ak-
tueller schädigungsabhängiger Dauerfestigkeit zur Anfangsdauerfestigkeit ein-



















Das Dauerfestigkeitsverhältnis ist damit eindeutig aus dem Gleichungssatz des
Kohäsivzonenmodells ableitbar. Da die FunktionG(D) die Form der monotonen
Hüllkurve beschreibt, hängt der Verlauf der Funktion ψ(D) nicht nur vom Dau-
erfestigkeitsexponenten α sondern auch in hohem Maße von den gewählten



















Abb. 5.4.: Separations- und Schädigungsver-
halten bei spannungskontrollierter zyklischer
Belastung mit τmax = 0.6: effektive Ko-
häsivspannung τ(λ) (Volllinie), Schädigung
D(λ) (Strichpunktlinie), monotone Hüllkurve
und Dauerfestigkeitskurve (gestrichelte Lini-













Abb. 5.5.: Dauerfestigkeitsverhältnis ψ in
Abhängigkeit von der Schädigungsvariablen
D für ausgewählte Parameterkombinationen:
Variation der Form der monotonen Hüllkurve
sowie des Dauerfestigkeitsexponenten; Para-
metersätze in Tab. 5.1
Formparametern ε und ω ab (siehe (3.17)). In Abb. 5.5 sind für drei Parame-
tersätze mit unterschiedlichen Formparametern und Dauerfestigkeitsexponenten




aufgetragen. Die Kurve für α = 2 (P4) hat
einen degressiven Verlauf. Dieses Verhalten wird von HAIBACH (2006, S. 286 f.)
den »unwahrscheinlichen Fällen« zugeordnet.76 Einen progressiven Kurvenver-
lauf, den auch die von GATTS (1961) zitierten Versuchsergebnissen zeigen, lässt
dagegen die Kurve für α = 1 und veränderten Formparametern ε = 3.185,
ω = 10 erkennen (P3). Die monotone Hüllkurve dieses Parametersatzes weist
ein ausgeprägtes Plateau auf (siehe Abb. 3.3). Das Plateau bewirkt, dass der
Abfall der Festigkeit – und damit auch der Dauerfestigkeit – für kleine Schädi-
gungswerte gering ausfällt. Erst ab einem bestimmten Schädigungsniveau setzt
die wirksame Abnahme der genannten Größen ein. Dieser Zusammenhang er-
klärt den Einfluss der Form der monotonen Hüllkurve auf das Ermüdungsverhal-
ten der Kohäsivzone. Die Bedeutung der Form der monotonen Hüllkurve wird
in Abschnitt 5.3 vertieft betrachtet. Der Einfluss des Dauerfestigkeitsexponenten
α lässt sich anhand des Potenzansatzes zur Formulierung der Dauerfestigkeit in
(3.45) erklären. Demnach sinkt das Dauerfestigkeitsverhältnis bei einem festen
Schädigungswert mit steigendem α (vergleiche Kurven für P2 und P4).
76 Die Diskussion des Abfalls des Dauerfestigkeitsverhältnisses wird in (HAIBACH, 2006,
S. 286–290) auf Basis von Kurvenverläufen vorgenommen, die das Dauerfestigkeitsver-
hältnis als Funktion der akkumulierten Schädigung im Sinne der Theorie der linearen Scha-
densakkumulation nach MINER beschreiben (siehe Abschnitt 5.5). Dieses Schädigungsmaß
entspricht nicht der Schädigung D des Kohäsivzonenmodells, weswegen an dieser Stelle
nur qualitative Aussagen bzgl. des prinzipiellen Verhaltens des Dauerfestigkeitsverhältnis-
ses mit steigendem Schädigungsniveau bzw. steigender Lastspielzahl getroffen werden.
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5.3. WÖHLER-Kurven
Für den Parametersatz P4 wurden die Lebensdauern Nf im gesamten Lastspek-
trum bestimmt. Dazu wurde die Mittelspannung im Bereich τm = {0, 0.1 . . . 0.9}
und die Spannungsamplitude im Bereich 0 ≤ τ a ≤ 1 variiert. Weiterhin wur-
de nach der Beanspruchungsart zwischen Modus I und Modus II unterschie-
den. In der halblogarithmischen Abb. 5.6 sind die Spannungsamplituden in
Abhängigkeit von den jeweiligen Lebensdauern aufgetragen. Die Verbindungs-
linien für konstante Mittelspannung und gegebene Beanspruchungsart werden
als »WÖHLER-Kurven« bezeichnet und sind ebenfalls in der Darstellung einge-
tragen. Sie weisen den typischen sigmoidalen Verlauf auf, der qualitativ auch
den experimentell ermittelten WÖHLER-Kurven eigen ist (siehe HAIBACH, 2006,
S. 25–27). Der Bereich geringer Lebensdauern infolge großer Lastamplituden
wird als »kurzzeitfest« bezeichnet. Nach WÖHLER (1870), zitiert in (HAIBACH,
2006, S. 25), kann der sich für geringere Lastamplituden anschließende »zeit-
feste Bereich« durch eine Zeitfestigkeitsgerade in halblogarithmischer Darstel-
lung beschrieben werden. Hier steigt die Lebensdauer mit sinkender Spannungs-
amplitude. Der dritte, »dauerfeste« Bereich wird durch die größtmögliche Span-
nungsamplitude bestimmt, bei der kein Materialversagen einsetzt. Die Grenzen
zwischen den genannten Bereichen lassen sich grafisch anhand Abb.5.7 bestim-
men. Hier sind eine WÖHLER-Kurve sowie die dazugehörige Zeitfestigkeitsgera-
de dargestellt (R = −1). Die Übergänge zum kurzzeitfesten und dauerfesten
Bereich sind markiert. Die Abgrenzung der Kurzzeitfestigkeit von der Zeitfestig-
keit kann mithilfe des Wertepaares desjenigen Punktes vorgenommen werden,
an dem die WÖHLER-Kurve erstmalig auf der Zeitfestigkeitsgeraden gelegen ist.
Der Beginn des dauerfesten Bereichs ergibt sich (für R = −1) aus dem Schnitt-
punkt der Zeitfestigkeitsgeraden mit der Geraden τ a = τ e0 = konst. Da der
Begriff »Dauerfestigkeit« im Kontext einer mit dem zyklischen Kohäsivzonenmo-
dell generierten WÖHLER-Kurve doppelt verwendet wird (schädigungsabhängi-
ge Eigenschaft der Kohäsivzone τ e (Feldgröße) und Bereich der WÖHLER-Kurve),
sei an dieser Stelle erwähnt, dass auch die im kurzzeitfesten und zeitfesten Be-
reich versagten »Proben« eine Dauerfestigkeit τ e aufweisen. Sie ist allerdings
kleiner als die Oberlast τmax, woraus sich eine zyklische Schädigungsentwick-
lung (Ermüdung) ergibt. Im dauerfesten Bereich der WÖHLER-Kurven gilt dage-
gen τmax < τ e0 .
Die Mittelspannung τm übt einen signifikanten Einfluss auf die WÖHLER-Kur-
ven aus, weswegen der Mittelspannungseinfluss in Abschnitt 5.4 gesondert un-
tersucht wird.
Die WÖHLER-Kurven in Abb. 5.6 für τm = 0 spiegeln erwartungsgemäß die
Charakteristik des Kohäsivgesetzes wider. Demnach tritt bei τ a = 1, d. h. bei Be-
lastung auf dem Niveau der Kohäsivfestigkeit, statisches Versagen ein (Nf = 1).
Weiterhin liegt für τ a ≤ τ e0 , also unterhalb der Anfangsdauerfestigkeit, dau-
erfestes Verhalten vor. Diese Eigenschaften gelten unabhängig von der Bean-
spruchungsart. Unter Schubbeanspruchung (Modus II) ist die Lebensdauer im
Vergleich zur Zug-Druck-Beanspruchung im zeitfesten Bereich deutlich geringer.
Ursache hierfür ist, dass bei der Mittelspannung τm = 0 bzw. bei R = −1 und
















m = {0, 0.1 . . . 0.9}
Abb. 5.6.: WÖHLER-Kurven für zyklische Normal- und Schubspannungsbelastung (Volllinie:
Normalspannung, gestrichelte Linie: Schubspannung) bei verschiedenen Mittelspannungen
τN/Sm = {0, 0.1 . . . 0.9}; Parametersatz P4 in Tab. 5.1
τe0
1











Abb. 5.7.: WÖHLER-Kurve (R = −1) und Abgrenzung der einzelnen Bereiche Kurzzeitfestigkeit,
Zeitfestigkeit (Zeitfestigkeitsgerade) und Dauerfestigkeit; der eingezeichnete Pfeil markiert einen


















Abb. 5.8.: Halblogarithmische Darstellung von WÖHLER-Kurven ausgewählter Parameterkombi-
nationen (R = −1); Parametersätze in Tab. 5.1
Schubbeanspruchung je Lastspiel zwei Schädigungsphasen existieren. Im Ge-
gensatz dazu erfolgt unter Druckbeanspruchung keine Schädigungsentwicklung,
wodurch nur die Zugphasen bei Modus-I-Beanspruchung schädigungswirksam
und damit lebensdauerbegrenzend sind.
Die Abhängigkeit der WÖHLER-Kurven von den Kohäsivparametern ist in
Abb. 5.8 dargestellt. Erwartungsgemäß hat der Schädigungsexponent ̺ einen
signifikanten Einfluss auf die Lebensdauer. Mit steigendem ̺ sinkt die Schädi-
gungsrate. Dies verursacht eine erhöhte Lebensdauer für den Parametersatz P5
(̺ = 3) im Vergleich zu P4 (̺ = 2). Der Einfluss der Anfangsdauerfestigkeit τ e0
auf die WÖHLER-Kurve wurde bereits beschrieben (siehe dazu auch JHA und BA-
NERJEE, 2012). Der Vergleich der Kurven für P5 (τ e0 = 0.25) und P7 (τ
e
0 = 0.2)
zeigt, dass das Absinken der Dauerfestigkeit lediglich einen Einfluss auf den
Bereich τ a < 0.4 hat. Für höhere Lastniveaus erscheinen die Dauerfestigkeitsei-
genschaften für die Lebensdauer bedeutungslos. Die Wahl des Dauerfestigkeits-
exponenten α ist ebenfalls von untergeordneter Bedeutung. Die Kurven für P5
(α = 2) und P8 (α = 1000) sind nahezu identisch. Dieses Verhalten begründet
sich dadurch, dass aufgrund der Schädigungsentwicklungsgleichung (3.40) klei-
ne Verhältnisse λ/D nur geringe Schädigungsinkremente zur Folge haben. Bei
einem vergleichsweise kleinen Wert für die Anfangsdauerfestigkeit (τ e0 = 0.25)
und dem damit verbundenen schmalen Wertebereich für die Dauerfestigkeitsse-
paration λe ergeben sich in der Nähe der Dauerfestigkeitsgrenze unabhängig
vom Dauerfestigkeitsexponenten nur geringe Schädigungsbeiträge, weswegen
die jeweiligen Versagensschädigungen auch kaum voneinander abweichen.
Die Form der monotonen Hüllkurve, die durch die Formparameter ε und ω
bestimmt wird, hat einen großen Einfluss auf die WÖHLER-Kurve. Bei konstan-
ter normierter Bruchenergiedichte Γ0 = e = konst. steigt die Lebensdauer mit
wachsender Plateaubreite, d. h. mit steigendem ω. Hierzu sei auf den Vergleich
der Kurven für P5 (ε = 1, ω = 1) und P6 (ε = 3.185, ω = 10) verwiesen. Auch
dieser Effekt kann mit dem Kohäsivzonenverhalten erklärt werden. Je breiter
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das Plateau ist, d. h., je mehr sich die Hüllkurve einem Trapez annähert (siehe
Abb. 3.3), desto höher ist die fundamentale Schädigung beim Materialversa-
gen, d. h., wenn die Kohäsivfestigkeit das äußere Lastniveau unterschreitet. Der
Abbau der Festigkeit vollzieht sich mit fortschreitender Schädigungsentwicklung
deutlich langsamer. Im Bereich des Plateaus (1 ≤ D . 2.5 bzw. 1 < D . 0.4)
kann näherungsweise sogar von einer konstanten Festigkeit ausgegangen wer-
den. Die Konsequenz davon ist, dass vergleichsweise mehr Lastspiele nötig sind,
um denselben Festigkeitsverlust zu erreichen bzw. um das Versagenskriterium
zu erfüllen. Damit verbunden sind höhere Schädigungs- und Dissipationswerte
zum Zeitpunkt des Versagens. Die erreichbare Lebensdauer steigt.
Aufgrund des soeben beschriebenen Zusammenhangs zwischen der Form der
monotonen Hüllkurve und der Lebensdauer bei homogener spannungsgesteu-
erter Belastung sowie der in Abschnitt 5.2 erwähnten Beziehung zum Dauerfes-
tigkeitsverhältnis ψ ergibt sich die Notwendigkeit, diese Eigenschaft des Kohäsiv-
gesetzes neu zu bewerten. Die Form der monotonen Hüllkurve zeigte in den in
Kapitel 4 durchgeführten Ermüdungsrisswachstumssimulationen nur einen ver-
nachlässigbaren Einfluss auf die Rissfortschrittsrate. Es wurde daher davon aus-
gegangen, dass die Form der monotonen Hüllkurve keinen signifikanten Ein-
fluss auf das globale zyklische Schädigungs- und Versagensverhalten hat und
als monotone Eigenschaft des Kohäsivgesetzes bewertet werden kann. Mit den
nun gewonnenen Erkenntnissen muss der Form der monotonen Hüllkurve da-
gegen auch eine ausgeprägte zyklische Bedeutung zugestanden werden. Dies
ermöglicht die Anpassung der Formparameter ε und ω im Zuge einer zweistu-
figen Parameteridentifikation und schließt damit eine Lücke in dem in Unterab-
schnitt 4.5.6 vorgestellten Konzept zur Identifikation der Kohäsivparameter. Eine
Zusammenfassung des vollständigen Konzepts befindet sich in Kapitel 7.
5.4. Mittelspannungseinfluss
Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt erwähnt, hängt der Verlauf der WÖH-
LER-Kurven in Abb.5.6 in hohemMaße von der jeweiligen Mittelspannung τm ab.
Mit steigender Mittelspannung und fester Spannungsamplitude sinkt die Lebens-
dauer. Die minimale Spannungsamplitude, bei der statisches Versagen einsetzt,
τ a(Nf = 1), sowie die dauerfest ertragbare Spannungsamplitude sinken eben-
falls. Unterschiede in den WÖHLER-Kurven für Normal- und Schubspannungsbe-
lastung sind nur für kleine Mittelspannungen τm ≤ 0.2 erkennbar. Für höhere
Mittelspannungen sind die WÖHLER-Kurven beider Belastungsarten identisch.
Zur Bewertung dieser Beobachtungen wurden die Informationen der WÖH-
LER-Kurven in ein Dauerfestigkeitsschaubild vom HAIGH-Typ eingetragen (siehe
Abb. 5.9 und 5.10). Hier sind die Spannungsamplituden ausgewählter Lebens-
dauern Nf = {1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10000} in Abhängigkeit
von der Mittelspannung dargestellt. Dies entspricht vertikalen Schnitten der Kur-
ven in Abb. 5.6. Damit enthält das HAIGH-Schaubild alle Informationen, die in
den zugrunde liegenden WÖHLER-Kurven enthalten sind. Es ergeben sich Kurven






















Abb. 5.9.: HAIGH-Diagramm: Lebensdauerkurven (Nf = konst.) für zyklische Normal-
und Schubspannungsbelastung (Volllinie: Normalspannung, gestrichelte Linie: Schubspannung);
Strichpunktlinie: Grenze zum dauerfesten Verhalten (τa = τe0 − τ
m), Grenze zum statischen
Versagen (τa = 1 − τm) und Grenzlinien für den Bereich mit Mittelspannungsempfindlichkeit
M = 1 (τa = τm ± τe0 , obere Grenze nur für Schubbeanspruchung); fette Volllinie: Linien
gleichen Lastverhältnisses R = konst.; Parametersatz P4 in Tab. 5.1
bezeichnet seien. Mithilfe von (5.3) lassen sich zudem Linien konstanten Last-
verhältnisses (R = konst.) konstruieren. Für wechselnde (R = −1), schwellende
(R = 0) und ruhende Lasten (R = 1) ergeben sich die in Abb. 5.9 markier-
ten Strahlen entlang der Koordinatenachsen und auf der Schaubilddiagonalen.
Wegen (5.4) gilt darüber hinaus, dass alle Geraden mit dem Anstieg −1 Lini-
en gleicher Oberspannung repräsentieren (τmax = konst.). Von SCHÜTZ (1967)
wurde zur Bewertung des Mittelspannungseinflusses die »Mittelspannungsemp-
findlichkeit« M gemäß
M =
τ a(R = −1)− τ a(R = 0)
τm(R = 0)
(5.6)
eingeführt. Die grafische Interpretation dieser Beziehung ist in Abb. 5.9 einge-
tragen. Für M = 0 besteht demnach kein Einfluss der Mittelspannung auf die
Lebensdauer (horizontale Gerade). Demgegenüber kann aus M = 1 geschlos-
sen werden, dass für die Lebensdauer nur die Oberspannung, d. h. die Summe
aus Mittelspannung und Spannungsamplitude, ausschlaggebend ist. Weitere De-
tails zur Interpretation des HAIGH-Diagramms bietet die Literatur (z. B. HAIBACH,
2006, S. 27–30). Die genannten Zusammenhänge werden im Folgenden zur
Analyse der mit dem Kohäsivgesetz ermittelten Lebensdauerkurven benötigt.
Für die Lebensdauerkurven in Abb. 5.10 können die Grenzfälle des statischen
Versagens sowie des dauerfesten Verhaltens durch die Beziehungen τ a+ τm = 1
und τ a + τm = τ e0 bzw. durch die eingetragenen Geraden mit M = 1 (Strich-
punktlinien siehe Abb. 5.9) beschrieben werden. Die Kurven für Nf > 1 zwi-
schen diesen Grenzlinien weisen einen gemeinsamen typischen Verlauf auf. Sie
können je nach Beanspruchungsart in zwei bzw. drei Bereiche eingeteilt werden.
Betrachtet man zunächst den Modus I, so besitzen die jeweiligen Lebensdauer-

















Abb. 5.10.: HAIGH-Diagramm: Lebensdauerkurven für zyklische Normal- und Schubspannungs-
belastung und Nf = {1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 10000} (Volllinie: Nor-
malspannung, gestrichelte Linie: Schubspannung); Strichpunktlinien und Parametersatz siehe
Abb. 5.9
kurven einen ausgeprägten Bereich mit Mittelspannungsempfindlichkeit M = 1.
Die untere Grenze dieses Bereichs wird durch die markierte Linie τ a = τm − τ e0
(Strichpunktlinie) beschrieben. In allen Lastfällen in diesem Bereich liegt die Un-
terspannung unterhalb der Anfangsdauerfestigkeit, die Oberspannung darüber.
Für die Lebensdauer ist entscheidend, wie hoch das maximale Lastniveau, d. h.
die Oberspannung, ist. Unerheblich ist, wie weit die Unterspannung unterhalb
der Dauerfestigkeit liegt, da sich hier die Schädigung nicht entwickelt. Es liegt
damit genau die Voraussetzung für M = 1 vor.
Zur Visualisierung dieser Erklärung sind in Abb. 5.11 einige Last-Zeit-Verläufe
für eine feste Spannungsamplitude τ a = 0.15 und steigende Mittelspannungen
τm > 0 in einem Spannungs-Separations-Diagramm dargestellt. Ein Beispiel
für dauerfestes Verhalten ist in dieser Abbildung sowie in dem dazugehörigen
HAIGH-Diagramm Abb. 5.12 als Fall A eingetragen. Im Fall B entspricht die
Oberlast genau der Anfangsdauerfestigkeit. Bei einer weiteren Erhöhung der Mit-
telspannung – und damit auch der Oberlast – setzt die Schädigungsentwicklung
immer dann ein, wenn das Spannungsniveau die Dauerfestigkeit überschreitet.
Zu allen anderen Zeitpunkten der Lastspiele verharrt der Schädigungsprozess.
Die Lebensdauer wird nur vom Niveau der Oberlast bestimmt, es gilt daher in
allen Fällen vom Typ C: M = 1. Sobald die Unterspannung die Anfangsdau-
erfestigkeit überschreitet (Fall D), wird während der gesamten Belastungsphase
Schädigung akkumuliert. Je höher das Mittelspannungsniveau, desto höher wer-
den darüber hinaus die Verhältnisse aus effektiver Separation und fundamenta-
ler Schädigung λ/D, woraus sich über (3.40) steigende Schädigungsraten und
somit geringere Lebensdauern ergeben. Infolgedessen formiert sich der zwei-
te Bereich der Lebensdauerkurven rechts der Grenzlinie τ a = τm − τ e0 (siehe
Abb. 5.10). Alle Zustände in diesem Bereich können dem Typ des Falls E zuge-














gramm: Monotone Hüllkurve und Übersicht
einiger Belastungsszenarien bei einachsiger
Zugschwellbelastung mit konstanter Nor-
malspannungsamplitude tan = 0.15 und

















Abb. 5.12.: HAIGH-Diagramm mit Mar-
kierungen der in Abb. 5.11 dargestellten
Lastfälle; die entsprechenden Lebensdauern
nehmen mit steigender Mittelspannung von
NAf =∞ bis N
F
f = 1 ab
entwicklung äußert sich in Abb. 5.10 durch ein Abflachen der Lebensdauerkur-
ven. Für τm → 1 streben alle Lebensdauerkurven asymptotisch zu τ a = 0. Der
letzte in Abb. 5.11 eingetragene Fall F entspricht dem Lastfall mit der kleinsten
Mittelspannung, bei der mit fester Amplitude in der ersten Belastungsphase die
Kohäsivfestigkeit erreicht wird. Fall F repräsentiert damit die Grenze zum stati-
schen Versagen.
Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen für Modus I und Modus II folgen
aus dem Umstand, dass bei Schubbeanspruchung (Modus II) und R < 0 die Un-
terspannung unterhalb der negativen Anfangsdauerfestigkeit fallen kann. Unter
dieser Bedingung (Fall G, siehe Abb. 5.13 und 5.14) existieren je Lastspiel zwei
Phasen, in denen die Schädigung anwächst. Dies verursacht die Abweichung
der Lebensdauerkurven beim Wechsel der Beanspruchungsart. Der beschriebe-
ne Mechanismus setzt für tt < −t0τ e0 ein (Grenzfall H), womit sich die in den
Abb. 5.9 und 5.10 eingetragene obere Grenzlinie des Bereichs für M = 1 und




0 . Die zusätzlich eingetragenen Lastfälle I und J
sind vergleichbar mit den Fällen C und F aus Abb. 5.11.
Die Analyse der Lebensdauerkurven des Kohäsivgesetzes zeigt anschaulich,
dass die jeweiligen Kurvenverläufe einen engen Bezug zum Kohäsivspannungs-
Separations-Verhalten aufweisen. Die charakteristische Form mit den diskutier-
ten Bereichen ist damit eine direkte Folge der getroffenen Modellierungsansätze.
Insbesondere führen drei Modellannahmen zu dem beschriebenen Verhalten:
i) Im Falle reiner Kompression erfolgt keine Schädigungsentwicklung.
ii) Nach vollständiger Entlastung verbleibt keine remanente Separation.
iii) Zu jedem Schädigungswert gehört eine zustandsabhängige Dauerfestig-
keitsgrenze.













gramm: Erstbelastungspfad und Übersicht
einiger Belastungsszenarien bei wechselnder
Schubbelastung mit konstanter Schubspan-
nungsamplitude tat = 0.6 und steigender















Abb. 5.14.: HAIGH-Diagramm mit Markie-
rungen der in Abb. 5.13 dargestellten Last-
fälle; die entsprechenden Lebensdauern neh-
men mit steigender Mittelspannung von NGf
bis NJf = 1 ab
Die von ROE und SIEGMUND (2003); SIEGMUND (2004); JHA und BANERJEE
(2012) veröffentlichten Studien führten zu qualitativ ähnlichen Lebensdauerkur-
ven, wobei in den Publikationen keine detaillierte Analyse der Ursache des spe-
ziellen Kurvenverlaufes erfolgte. Von XU und YUAN (2009c) wurde daraufhin
versucht, durch Modifikation der Schädigungsentwicklungsgleichung lineare Le-
bensdauerkurven vom GOODMAN-Typ (vergleiche Abb. 5.15) zu erzeugen. Lei-
der wurde weder in dieser Veröffentlichung noch in (XU, 2009) die Ursache des
nun vorhergesagten linearen Kurvenverlaufs diskutiert. Eine mögliche Erklärung
für das unterschiedliche Verhalten könnten die von i) bis iii) abweichenden Mo-
dellannahmen liefern. Detaillierte Analysen wurden hier nicht vorgenommen,
da dazu die Implementierungen der zitierten Kohäsivgesetze erforderlich wären.
Die von XU und YUAN (2009c) geäußerte Kritik an den mithilfe des zyklischen Ko-
häsivgesetzes berechneten Lebensdauerkurven in Abb. 5.10 kann darüber hin-
aus relativiert werden. Die konvexen Kurven vom GOODMAN- bzw. GERBER-Typ,
auf die sich die Kritik stützt, beziehen sich auf Metalle unterschiedlicher Duktilität
(siehe SURESH, 1998, S. 226). Für spröde Metalle sind in der Literatur hingegen
auch konkave Lebensdauerkurven beschrieben (z. B. SMITH, 1942; TROOST und
EL-MAGD, 1975). Bilineare Lebensdauerkurven, die ähnliche Knicke aufweisen
wie die kritisierten, werden von HAIBACH (2006, S. 184) »zur Beschreibung des
Mittelspannungseinflusses gekerbter Proben und Bauteile aus verformungsfähi-
gen Werkstoffen« vorgeschlagen. Wird zudem berücksichtigt, dass das Kohä-
sivzonenmodell nicht zur Beschreibung duktiler Versagensmechanismen, wohl
aber für sprödes Versagen konzipiert wurde und dafür auch eingesetzt wird (z. B.
HÜTTER, 2013), so muss der Verlauf der Lebensdauerkurven nicht zwangsläufig
als »irrational« (XU, 2009) beurteilt werden. Vielmehr kann nach SURESH (1998,
S. 226) von einer »konservativen Abschätzung« gesprochen werden.














Abb. 5.15.: Vergleich einer Lebensdauerkurve des zyklischen Kohäsivzonenmodells mit den li-
nearen bzw. quadratischen Ansätzen von GOODMAN und GERBER
5.5. Lebensdauerberechnung bei variabler
Spannungsamplitude mithilfe der Theorie der
Schadensakkumulation
Im Folgenden soll die Lebensdauerberechnung eines Bauteils unter homoge-
ner einachsiger Schwingbeanspruchung nach dem etablierten Konzept der Scha-
densakkumulation mit derjenigen auf Basis des Kohäsivzonenmodells verglichen
werden. Die Motivation für diese Analyse ist die Frage, ob das Kohäsivzonen-
modell auch für Lastfälle mit veränderlichen Lastparametern zur Ermittlung der
Lebensdauer genutzt werden kann.
Die Idee der Schadensakkumulation beruht auf der Annahme, dass jedes Last-
spiel einer Schwingbeanspruchung ein Inkrement zur Schädigung D˜ des bean-
spruchten Materialvolumens beiträgt. Materialversagen tritt per Definition dann
ein, wenn das Kriterium D˜ = 1 erreicht ist. Für eine Lebensdauer von Nf , d. h.,
Versagen wurde nach Nf Lastspielen erkannt, entspricht ein Schädigungsinkre-
ment bei Annahme linearer Schadensakkumulation folglich∆D˜ = 1/Nf . Da Nf
i. Allg. von den jeweiligen Lastparametern Mittelspannung und Spannungsam-
plitude abhängt, kann das Versagenskriterium für Lastkollektive mit variablen



















Jeder Summand in (5.7) besteht aus dem Quotienten aus der Anzahl an Lastspie-
len Ni konstanter Lastparameter und der jeweiligen ertragbaren Lastspielzahl
Nf i. Die Summe berücksichtigt alle Lastniveaus des betrachteten Lastkollektivs
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(Index i). Gleichung (5.7) ist in der Literatur unter der Bezeichnung »MINER-Re-
gel« bekannt und bezieht sich auf die Arbeiten von PALMGREN (1924) und MINER
(1945). Die MINER-Regel wird auch als »Lineare Schadensakkumulations-Hypo-
these« bezeichnet. Sie impliziert, dass alle Lastniveaus oberhalb der Dauerfestig-
keit – falls diese existiert – angesiedelt sind. Des Weiteren hat die Reihenfolge
der Lastspiele (mit variablen Lastparametern) keinen Einfluss auf die vorherge-
sagte Lebensdauer. Dies widerspricht experimentellen Beobachtungen. Mit einer
Vielzahl von Modifikationen und Erweiterungen der MINER-Regel wurde daher in
den vergangenen Jahrzehnten versucht, realistische Hypothesen zu entwickeln.
Ein Überblick der existierenden Modelle ist z. B. in (HAIBACH, 2006) oder (RADAJ
und VORMWALD, 2007) gegeben.
Die von dem hier untersuchten Kohäsivgesetz vorhergesagte Schadensakku-
mulation weicht von der linearen Hypothese ab. Die Schädigungsentwicklung77
in der Kohäsivzone hängt nicht nur von den Beanspruchungsparametern son-
dern auch von der gesamten Lastgeschichte, d. h. dem aktuellen Schädigungs-
zustand, ab. Eine zustandsabhängige Dauerfestigkeit ist essentieller Bestandteil
des Kohäsivzonenmodells. Sowohl die Festigkeit als auch die Dauerfestigkeit sin-
ken nichtlinear mit zunehmender Schädigung.
Um das Kohäsivzonenmodell im Kontext der Schadensakkumulations-Hypo-
thesen bewerten zu können, wurde exemplarisch ein Zweistufenversuch simuliert.
Als Kohäsivparameter wurde der Parametersatz P4 gewählt (siehe Tab. 5.1). Die
Belastung erfolgte wechselnd mit R = −1. Die beiden Spannungsamplituden
wurden zu τ a = {0.26, 0.5} gewählt. Der kleinere Wert liegt damit knapp ober-
halb der Anfangsdauerfestigkeit τ e0 = 0.25, weswegen hierfür eine vergleichswei-
se hohe Lebensdauer erwartet wurde. Der größere zweite Wert der Spannungs-
amplituden entspricht dem Doppelten der Anfangsdauerfestigkeit. Die jeweili-
gen ertragbaren Lastspielzahlen bei konstanter Amplitude wurden durch Simula-
tion von WÖHLER-Versuchen zu Nf(τ a = 0.26) = 9930 bzw. Nf(τ a = 0.5) = 154
ermittelt (siehe Abb. 5.8). Bei dem analysierten Zweistufenversuch wurde zu-
nächst eine Blocklast mit konstanter Spannungsamplitude τ a1 und fester Last-
spielzahl N1 im Bereich 0 ≤ N1 ≤ Nf 1 aufgebracht. Anschließend erfolgte die
Belastung mit der zweiten ebenfalls konstanten Spannungsamplitude τ a2 bis zum
Versagen. Die Anzahl an Lastspielen N2 wurde aufgezeichnet. Der Versuch wur-
de sowohl für steigende (τ a1 = 0.26, τ
a
2 = 0.5) als auch sinkende Lastniveaus
(τ a1 = 0.5, τ
a
2 = 0.26) simuliert.
Die Berechnungsergebnisse sind in Abb. 5.16 zusammengefasst. Hier sind
die Beziehungen N2/Nf 2(N1/Nf 1), die Schädigungsentwicklungen D(N1/Nf 1)
sowie der Abfall des Dauerfestigkeitsverhältnisses ψ(N1/Nf 1) jeweils in Abhän-
gigkeit von der im ersten Lastblock aufgebrachten relativen Schwingspielzahl
aufgetragen. Die abgebildeten Kurven für ψ und D entsprechen den Werten
beim Wechsel der Lastparameter, also nach N1 Lastspielen. Zur Bewertung der
Ergebnisse ist in Abb. 5.16 zusätzlich die Kurve der linearen Schadensakkumu-
77 In diesem Zusammenhang muss zwischen den Schädigungsbegriffen und den damit ver-
bundenen Schädigungsvariablen unterschieden werden. Abweichend von der Schadensak-
kumulations-Hypothese tritt das Versagen der Kohäsivzone i. Allg. bei einem Schädigungs-
wert von Df 6= 1 ein.




























Abb. 5.16.: Schadensakkumulationsschaubild zur Visualisierung des Reihenfolgeeinflusses von
Blocklasten unterschiedlicher Amplitude τa = {0.26, 0.5} bei R = −1 = konst.: relative
Lastspielzahl N2/Nf 2, Schädigung D und Dauerfestigkeitsverhältnis ψ in Abhängigkeit von
N1/Nf 1 (Volllinie: steigendes Lastniveau, Strichpunktlinie: sinkendes Lastniveau); lineare Scha-
densakkumulation nach MINER-Regel (gestrichelte Linie); Parametersatz P4 in Tab. 5.1
lation eingetragen. Sie entspricht gemäß (5.7) für beide Lastkollektive ein und
derselben Diagonalen. Die Summe der relativen Lastspielzahlen beider Lastblö-
cke ist konstant und identisch eins. Die beiden mit dem Kohäsivzonenmodell
ermittelten Kurven stimmen in ihren Anfangs- und Endpunkten mit dieser Gera-
de überein. Dies entspricht den beiden Lastfällen mit jeweils konstanter Ampli-
tude. In allen Lastfällen mit variabler Amplitude stimmen die drei Kurven nicht
mehr überein. Die relative Lastspielzahl N2/Nf 2 des Lastkollektivs mit sinkender
Amplitude fällt geringer aus als in der linearen Theorie, der Wert für steigen-
de Amplitude ist größer. Das bedeutet, beim Lastkollektiv sinkender Amplitude
setzt bei gleicher relativer Lastspielzahl im ersten Block das Versagen nach einer
geringeren relativen Lastspielzahl im zweiten Block ein als im Lastkollektiv stei-
gender Amplitude. Dieses Verhalten entspricht experimentellen Beobachtungen
(z. B. GATTS, 1961; SURESH, 1998, S. 227–229) und deutet auf einen Einfluss
der Lastreihenfolge auf die Lebensdauer hin.78 Im Laufe der zyklischen Belas-
tung mit dem höheren Lastniveau τ a1 = 0.5 wird für eine relative Lastspielzahl
von N1/Nf 1 ein höheres Schädigungsniveau erreicht als bei der niedrigeren
Lastamplitude τ a1 = 0.26 und derselben relativen Anzahl an Lastspielen. Auch
die Dauerfestigkeit bzw. das Dauerfestigkeitsverhältnis ψ sinkt beim Lastkollektiv
sinkender Amplitude im ersten Lastblock stärker als im Vergleichskollektiv (siehe
Abb. 5.16). Eine geringere Dauerfestigkeit müsste den Schädigungsprozess be-
schleunigen, da die Schädigungsentwicklung bei geringeren Lastniveaus einsetzt.
Demgegenüber muss die Kohäsivfestigkeit im Lastkollektiv sinkender Amplitude
bis zum Versagen vergleichsweise mehr abfallen, da Versagen erst dann eintritt,
wenn die Tragfähigkeit das Niveau der kleineren Lastamplitude unterschreitet.
Dieser Effekt wirkt lebensdauerverlängernd. Die Schädigung zum Zeitpunkt des
78 Genaue Aussagen bzgl. der berechneten Lebensdauer ergeben sich, wenn die absoluten
Lastspielzahlen N1 und N2 ausgewertet werden.
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Versagens Df beim Lastkollektiv sinkender Amplitude ist größer als die bei stei-
gender Amplitude.
Zusammenfassend kann für das zyklische Kohäsivzonenmodell festgestellt
werden, dass es bei Belastung mit veränderlichen Lastparametern eine nichtli-
neare Schadensakkumulation vorhersagt, die qualitativ experimentellen Beob-
achtungen entspricht. Der Einfluss der Lastreihenfolge wird adäquat berücksich-
tigt.
5.6. Kombinierte Belastung aus Zug und Schub
In der letzten Studie dieses Kapitels wird mit dem in Abschnitt 5.1 beschriebe-
nen Modell die Lebensdauervorhersage bei proportionaler Belastung durch Zug-
und Schubspannungen untersucht. Damit wird hier exemplarisch das mixed-mo-
de-Verhalten des Kohäsivzonenmodells thematisiert. Die zyklische Belastung er-
folgt mit R = −1. Der als Belastung aufgebrachte Kohäsivspannungsvektor ent-
hält eine Normal- und eine Schubkomponente mit den Koordinaten tn bzw. tt.
Diese sind für die Öffnung der Kohäsivzone entsprechend einer Modus-I- bzw.
Modus-II-Beanspruchung verantwortlich. Variiert wurde das Verhältnis der Kohä-
sivspannungskoordinaten bzw. deren Amplituden tn/tt = tan/t
a
t , das aufgrund
der postulierten Proportionalbelastung (Phasengleichheit) während einer Simula-
tion konstant ist. In dem in Abb. 5.17 dargestellten »Bimodal-Ermüdungsschau-
bild« sind die berechneten Lebensdauerkurven eingetragen. Die Darstellung in







der den Bereich 0◦ ≤ φ ≤ 90◦ umfasst (siehe ROE und SIEGMUND, 2003). Die
Grenzfälle φ = 0◦ (Abszisse) und φ = 90◦ (Ordinate) entsprechen den reinen
Modus-I- bzw. Modus-II-Beanspruchungen. Die in Abb. 5.17 eingetragenen Le-
bensdauerkurven wurden für Nf = {1, 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000,
2000, 5000, 10000} bestimmt. Dazu wurde bei vorgegeben Werten für tan und
Nf = konst. iterativ der Wert für tat ermittelt.
Der Fall des statischen Versagens, d. h. Versagen in der ersten Belastungspha-
se des ersten Lastspiels (Nf = 1), ist durch einen Vierteleinheitskreis im Bimo-
dal-Ermüdungsschaubild repräsentiert. Ab einer Lebensdauer von Nf = 2 zeigt
sich in der Darstellung, dass die ertragbare effektive Kohäsivspannungsampli-
tude, dies entspricht in Abb. 5.17 dem Abstand zum Koordinatenursprung, mit
zunehmendem Schubanteil abnimmt.79 Die Lebensdauerkurven ähneln vertikal
gestauchten Viertelkreisbögen. Für kleine Schubanteile folgen sie zunächst einer
Kreisbahn, später dann der gestauchten Bahn. Der Ablösepunkt ist an einigen
79 Dieser Effekt dürfte auch schon nachweisbar sein, wenn im ersten Lastspiel zwischen der
Schädigungsentwicklung während der ersten Belastungsphase und der Gegenbelastung
nach vollständiger Entlastung unterschieden werden würde. In letztgenannter Phase findet
nur infolge des Schubanteils eine Schädigungsentwicklung statt.














Abb. 5.17.: Bimodal-Ermüdungsschaubild: Lebensdauerkurven Nf = {1, 2, 5, 10, 20, 50,
100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000} für Ermüdung infolge kombinierter Belastung bei
R = −1 (Volllinien); gestrichelte Linie: Kreis [tan]
2 + [tat ]
2 = [τe0 t0]
2 des Grenzfalles Nf =∞;
Strichpunktlinie: Referenzkreis; Parametersatz P4 in Tab. 5.1
Kurven an einem leichten Knick zu erkennen. Zur Visualisierung dieses Zusam-
menhangs wurde zusätzlich ein Referenzviertelkreisbogen in Abb. 5.17 eingetra-
gen (Strichpunktlinie). Die Lebensdauerkurven weisen für steigende Werte für Nf
dieselben qualitativen Verläufe auf. Der Grad der Stauchung nimmt im Bereich
tat/t0 → τ e0 mit steigender Lebensdauer wieder ab. Der Grenzfall dauerfesten
Verhaltens ist wiederum durch einen Viertelkreisbogen mit dem Radius der An-
fangsdauerfestigkeit beschrieben. Diese Kurve umfasst all die Lastfälle, in denen
die effektive Kohäsivspannung die Anfangsdauerfestigkeit zu keinem Zeitpunkt
überschreitet, wodurch die Schädigungsentwicklung nicht initiiert.
Zur Beschreibung der Kurvenverläufe wurden in Abb. 5.18 die Lebensdauer-
kurven in normierter Form dargestellt. Die Normal- und Tangentialkoordinaten
wurden dafür mit den jeweiligen Werten für reine Modus-I- und reine Modus-
II-Beanspruchung tan(φ = 0
◦) bzw. tat (φ = 90
◦) und gleicher Lebensdauer Nf
normiert. Diese Größen entsprechen in Abb. 5.17 den Schnittpunkten der Le-
bensdauerkurven mit der Abszisse bzw. der Ordinate. Die Darstellung der Kur-
venschar in dieser Form erlaubt die Beurteilung darüber, inwieweit eine Verall-
gemeinerung des (experimentell bestätigten) elliptischen Ansatzes von GOUGH
(1950), zitiert von RADAJ und VORMWALD (2007, S. 74), zur Beschreibung des
Mehrachsigkeitseinflusses auf die Dauerfestigkeitskurve (Kurve für Nf =∞) hier
anwendbar ist. Die Ellipse würde in der normierten Darstellung einem Viertel-
kreisbogen mit dem Einheitsradius entsprechen. Tatsächlich bestätigen die nor-
mierten Grenzkurven für statisches Versagen und dauerfestes Verhalten diesen
Ansatz. Alle anderen Lebensdauerkurven liegen außerhalb der GOUGH-Ellip-
se. Die Lebensdauer für gegebenen Lastwinkel φ, gegebenen Betrag der Kohä-
sivspannungsamplitude | #„t a| und bekannten WÖHLER-Kurven für reine Modus-
I- bzw. Modus-II-Beanspruchung wird durch den elliptischen Ansatz damit un-
terschätzt. Wie anhand eines Beispiels in Abb. 5.19 für φ = 45◦ demonstriert,






















Abb. 5.18.: Normierte Darstellung des Bimo-
dal-Ermüdungsschaubildes in Abb. 5.17; der
mit Nf = 1 markierte Viertelkreisbogen (in-













CCZM, Nf = 20
CCZM, Nf = 25
GOUGH, Nf = 20
φ
Abb. 5.19.: Abschätzung der Lebensdauer für
gegebene Lastparameter: elliptischer Ansatz
nach GOUGH im Vergleich zu den Simulati-
onsergebnissen
ergibt die konservative GOUGH-Abschätzung eine Lebensdauer von Nf = 20,
die Simulation dagegen Nf = 25.
Mit diesen Ergebnissen stellt vorliegende Studie eine Verallgemeinerung der
Ergebnisse aus Abschnitt 5.4 für das Lastverhältnis R = −1 dar. Während dort
zunächst nur die Fälle reiner Modus-I- bzw. Modus-II-Beanspruchung untersucht
wurden, ist nun stichprobenartig auch das Verhalten bei gemischter Beanspru-
chung dokumentiert. Zwischen diesen Ergebnissen und denen von ROE und
SIEGMUND (2003)80 besteht qualitative Übereinstimmung in den Aussagen bzgl.
des Verhaltens bei reiner Modus-I- bzw. Modus-II-Beanspruchung. Im Gegensatz
zu den in Abb. 5.17 dargestellten Ergebnissen weist die zitierte Publikation für
Nf = konst. und steigenden Schublastanteil allerdings eine steigende effektive
Kohäsivspannungsamplitude aus. Die Ursache für dieses Verhalten ist in ROE
und SIEGMUND (2003) nicht diskutiert und konnte ohne Implementierung des
Kohäsivzonenmodells auch nicht aufgeklärt werden. Wesentliche Unterschiede
zwischen dem hier verwendeten zyklischen Kohäsivzonenmodell und dem von
ROE und SIEGMUND (2003) betreffen die Annahmen bzgl. des Entlastungsver-
haltens sowie die Formulierung der Schädigungsentwicklungsgleichung.




6.1. Motivation für zyklische Versagensbewertung
In den Kapiteln 4 und 5 werden jeweils ideale Grenzfälle elastischer Strukturen81
betrachtet. Das Rissmodell in Kapitel 4 repräsentiert einen durchgehenden Riss
mit gerader Rissfront und Modus-I-Beanspruchung in einer unendlich ausge-
dehnten Probe unter EVZ-Bedingungen. Demgegenüber impliziert der Model-
lierungsansatz in Kapitel 5 eine ideale homogen beanspruchte Zugprobe, de-
ren Abmaße aufgrund der kraft- bzw. spannungsgesteuerten Belastung und der
Homogenitätsforderung keinen Einfluss auf das Ermüdungsverhalten ausüben.
Reale Bauteile – und damit auch die Bruchmechanikproben – haben stets end-
liche Abmaße und weisen i. Allg. Imperfektionen auf, die einen inhomogenen
Spannungszustand zur Folge haben. In der Nähe dieser Imperfektionen findet
ggf. die Rissinitiierung statt.
In diesem Kapitel soll deshalb die Werkstoffermüdung in einer Probe, die
einen (einzigen) geometrischen Längenparameter L beinhaltet, mit dem zykli-
schen Kohäsivgesetz modelliert werden. Es wird erwartet, dass sich die bereits
bekannten Ergebnisse für L → ∞ sowie für den homogenen Beanspruchungs-
zustand einstellen. Ziel dieser Studie ist, zu zeigen, dass das zyklische Kohäsivzo-
nenmodell in der Lage ist, sowohl die klassischen Versagenstheorien wiederzuge-
ben als auch das zyklische Versagen von Strukturen mit beliebigen Geometrien
und Beanspruchungssituationen zu erfassen. Voraussetzung dafür ist, dass alle
aktiven Ermüdungsmechanismen von dem zyklischen Kohäsivzonenmodell be-
schrieben werden und die Kohäsivparameter entsprechend identifiziert wurden.
Die hier vorgestellte Studie ist mit der von WANG und SIEGMUND (2006a) ver-
gleichbar, in der der Größeneffekt auf das mit einem Kohäsivgesetz berechnete
Ermüdungsverhalten bereits thematisiert wurde.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschließlich solche Lastfälle untersucht,
die eine konstante Amplitude der Beanspruchungsparameter hervorrufen. Auch
diese Einschränkung stellt eine erhebliche Idealisierung des realen Ermüdungs-
verhaltens dar. Tatsächlich ergeben sich die Beanspruchungsparameter als eine
Folge der extern aufgeprägten Last, der Geometrie der geschädigten Struktur
und des aktuellen Zustands der Schädigungsprozesszone. Der zeitliche Verlauf
der Beanspruchungsparameter weist i. Allg. keine konstante Amplitude auf.
81 Unter den Begriffen »Struktur« oder »elastische Struktur« seien elastische Festkörper bzw.
Bauteile zu verstehen. Im Rahmen dieser Arbeit werden allerdings nur stark vereinfachte
Probengeometrien untersucht.
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In Abschnitt 6.2 wird ein bzgl. Geometrie, Belastung und Material vereinfach-
tes Modell einer Bruchmechanikprobe (modifizierte DCB-Probe) vorgestellt und
dessen Versagensverhalten nach den klassischen Konzepten der (Betriebs-)Fes-
tigkeitslehre bzw. der Bruchmechanik analysiert. Anschließend werden in Ab-
schnitt 6.3 die im zyklischen Kohäsivgesetz verankerten Versagenskriterien dis-
kutiert. Es wird dabei zwischen lokalem, d. h. auf den einzelnen Materialpunkt
in der Schädigungsprozesszone bezogenem, und globalem (gesamte Kohäsivzo-
ne) Versagensverhalten unterschieden. Des Weiteren wird ein erweitertes Kriteri-
um für die Initiierung von Ermüdungsrisswachstum hergeleitet, womit eine ana-
lytische Vorhersage des Versagensverhaltens der betrachteten Probe getroffen
wird. Zur Validierung der Vorhersage wurden numerische Analysen unternom-
men. Die modifizierte DCB-Probe wurde dazu mit einer kohäsiven Grenzfläche
unter Nutzung der FEM simuliert (Abschnitt 6.4). In Abschnitt 6.5 werden die Er-
gebnisse mit dem etablierten Ansatz von EL HADDAD, SMITH und TOPPER (1979)
verglichen. Abschließend wird die Studie zusammengefasst und es wird ein Aus-
blick auf künftige Untersuchungen gegeben.
Für das in diesem Kapitel verwendete zyklische Kohäsivgesetz wurde die For-
mulierung mit exponentieller Hüllkurve gewählt. Alle Aussagen können jedoch
auch auf das Gesetz mit bilinearer Hüllkurve angewandt werden.
6.2. Zyklische Versagensbewertung einer
modifizierten DCB-Probe nach klassischen
Konzepten
In Abb. 6.1 ist ein vereinfachtes Modell einer quaderförmigen Bruchmechanik-
probe mit durchgehendem Außenriss auf der x1-x3-Symmetrieebene und gera-
der Rissfront in x3-Richtung skizziert. Die Probenabmessung sei 2W × 2H × T .
Die Risslänge des Außenrisses sei mit a bezeichnet. Die jeweiligen Verschiebun-
gen an den oberen und unteren Rändern sind kinematisch gekoppelt, es gilt
u2(x2 = ±H) = konst. Eine Starrkörperbewegung wird über eine weitere kine-
matische Randbedingung unterbunden. Als Belastung kommt, wie eingezeich-
net, entweder die Vorgabe von Verschiebungsrandbedingungen u(t) oder die
Einleitung der Kräfte P (t) in Frage. Aufgrund der Symmetrie des Modells bzgl.
der x1-x3-Ebene ergibt sich eine Modus-I-Beanspruchung. Je nach Wahl der
Probenabmaße bzw. der Risslänge sowie in Abhängigkeit von der Art der Be-
lastung lassen sich mit der in Abb. 6.1 dargestellten Geometrie vereinfachte
CT-Proben, DCB-Proben oder auch Flachzugproben modellieren. Für die fol-
genden Untersuchungen wird als zusätzliche Vereinfachung die Annahme eines
ebenen Verzerrungszustands getroffen. Die in Abb. 6.1 dargestellte Probe wird
infolgedessen als 2D-Modell, die Probendicke T als Einheitsdicke interpretiert.
Das Außenrissmodell wird darüber hinaus als ein in x1-Richtung langer Strei-
fen mit Rissspitze im Koordinatenursprung angenommen (W ≫ H, a = W ).
Der Einfluss der Rissspitze klingt ab, sodass von der Rissspitze entfernt liegen-
de Gebiete eine homogene Beanspruchung erfahren. Damit enthält das Modell
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P (t) , u(t)











Abb. 6.1.: Modell einer Bruchmechanikprobe mit Außenriss: Geometrie und Randbedingungen
nur einen für den Ermüdungsprozess relevanten geometrischen Längenparame-
ter: die halbe Probenhöhe H. Sie wird im Folgenden, wenn ihr Einfluss auf das
Ermüdungsverhalten der Probe untersucht wird, als »charakteristischer Längen-
parameter« L bezeichnet. Das Probenmaterial wird als isotrop linear-elastisch
angenommen. Das Materialverhalten wird durch die Ingenieurkonstanten Elasti-
zitätsmodul E und Querkontraktionszahl ν bestimmt. Im Folgenden wird dieses
Modell »modifizierte DCB-Probe« genannt.
Die Rissspitzenbeanspruchung in dem Modell lässt sich durch das J-Integral
beschreiben. In den von der Rissspitze entfernt liegenden Gebieten wird die Be-
anspruchung durch die (im räumlichen Sinne) konstante Nennspannung σ∞
charakterisiert. Damit weist das Modell der Bruchmechanikprobe sowohl ein Ge-
biet hoher Spannungskonzentration als auch ein Gebiet mit homogener Span-
nung auf. Die in den Kapiteln 4 und 5 untersuchten Modelle lassen sich auf die
Sonderfälle für {a, W, H} → ∞ und σ∞ = 0 (halbunendlicher Riss) bzw. für
a = 0 (einachsiger Zug) zurückführen.
Aufgrund der Existenz beider Beanspruchungsparameter (J und σ∞), die zu-
nächst unabhängig voneinander bewertet werden sollen, sind alle bisher dis-
kutierten Versagensformen denkbar. Wird die Nennspannung σ∞ über die fes-
tigkeitsbasierten Kriterien bewertet, so weist das Modell zeitfestes Verhalten auf,
wenn das Maximum der schwingenden Nennspannung den Wert der Dauer-
festigkeit übersteigt, gleichzeitig aber niedriger als die Zugfestigkeit ist. Bei Be-
anspruchung unterhalb der Dauerfestigkeit verhält sich das Modell dauerfest,
oberhalb der Zugfestigkeit setzt der Restbruch ein (globales Versagen). Für die
zähigkeits- bzw. energiebasierten Kriterien der klassischen Bruchmechanik erge-
ben sich mit steigender Rissspitzenbeanspruchung Jmax die Fälle dauerfestes
Verhalten, Ermüdungsrisswachstum oberhalb eines Schwellenwertes ∆Kth so-
wie Restbruchversagen beim Erreichen der Bruchzähigkeit Kc. Eine vereinfachte
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Systematik lässt sich mit den drei verallgemeinerten Formen
● dauerfestes Verhalten (kein Versagen),
● Werkstoffermüdung (unterkritisches Versagen) und
● Restbruch (kritisches Versagen)
formulieren. Im folgenden Unterabschnitt wird die Kopplung zwischen der kraft-
gesteuerten zyklischen Belastung der DCB-Probe, den Beanspruchungsgrößen
und der Probengeometrie beschrieben. Ausgehend von den Koppelbeziehun-
gen werden anschließend die klassischen Versagenskriterien ausgewertet und
geeignete grafische Darstellungsformen präsentiert.
6.2.1. Kopplung von Last, Beanspruchung und Geometrie
Die zyklische Belastung des in Abb. 6.1 dargestellten Modells erfolgt durch Vor-
gabe der Knotenkraft P am Referenzknoten.82 In diesem Unterabschnitt soll
durch eine analytische Betrachtung die Beziehung zwischen diesem steuerba-
ren Lastparameter und den Nennbeanspruchungsparametern Nennenergiefrei-
setzungsrate J∞ und Nennspannung im Ligament σ∞ bereitgestellt werden.
Der Riss verursacht als unendliche scharfe Kerbe im Bereich der Rissspitze
(x1 = 0, x2 = 0) eine Spannungskonzentration. Mit zunehmender Entfernung
von der Rissspitze nimmt der Einfluss des Risses ab. Der homogene Bereich links
der Rissspitze ist spannungsfrei (reine Starrkörperverschiebung). Rechts der Riss-
spitze stellt sich nach einiger Entfernung ein homogener Spannungszustand mit
σ22 = σ
∞ ein.
Die Knotenkraft des Referenzknotens berechnet sich aus dem Integral der Nor-




σ22(x1, x2 = H) dx1 . (6.1)
Aufgrund des Kräftegleichgewichts kann das Integral auch auf jeder anderen ho-
rizontalen Schnittebene ausgewertet werden. Unter der Annahme, dass sowohl
die Länge der Schädigungsprozesszone LDPZ als auch die Rissverlängerung ∆a
gegenüber der Probenbreite sehr klein sind ({LDPZ, ∆a} ≪ W ), ergibt sich für




σ22(x1, x2 = 0) dx1 ≈ T
W∫
x1=0
σ∞ dx1 = TW σ
∞ . (6.2)
82 Die Belastung durch Vorgabe der Verschiebung u am Außenrand ist ebenfalls denkbar.
Da aufgrund der in Unterabschnitt 6.3.2 beschriebenen Zusammenhänge dadurch keine
konstante Amplitude der lokalen Beanspruchungsparameter gewährleistet werden kann,
wurde diese Form der Belastung nicht weiter verfolgt und stattdessen die kraftgesteuerte
Belastung gewählt.
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Diese Beziehung erlaubt die Ermittlung der äußeren Last P in Abhängigkeit von
der Nennspannung σ∞. Ihr Näherungscharakter beruht auf der Vernachlässi-
gung der Spannungskonzentration an der Rissspitze.
Die anliegende Nennenergiefreisetzungsrate J∞ infolge der konstanten Ver-
schiebung am Außenrand lässt sich aus der Änderung der gespeicherten For-
mänderungsenergie U in der Probe bei infinitesimaler Rissausbreitung ableiten
(siehe KUNA, 2010, S. 46–51):





= 2HΦ∞ . (6.3)
Dabei ist Φ∞ die Verzerrungsenergiedichte (pro Volumen) im homogenen Be-








und dV = 2HT da das Volumen des entlasteten Materials bei Rissausbreitung
um die Länge da. Mit ǫij werden die Koordinaten des Verzerrungstensors ǫ
bezeichnet. Gleichung (6.3) wurde bereits von RICE (1968) bei der Vorstellung
des J-Integrals formuliert. Zur Charakterisierung des homogenen Spannungszu-
stands sei ein Ausschnitt des homogenen Bereichs weit vor (rechts) der Rissspitze
betrachtet. Aus den Randbedingungen ergibt sich der Spannungszustand eines
einachsig belasteten Zugstabes unter der Bedingung des ebenen Verzerrungs-
zustands (ǫ33 = 0) mit den einzigen von null verschiedenen Koordinaten des
Spannungstensors σ22 = σ
∞ und σ33 = konst. Die Dehnung ǫ22 ergibt sich aus





Die Auswertung von (6.3) führt damit zu einer Beziehung zwischen den beiden










Mit dem effektiven Elastizitätsmodul bei ebenem Verzerrungszustand E′ (sie-
he (4.10)) sowie den dimensionslosen normierten Beanspruchungsgrößen










dargestellt werden. Zum besseren Verständnis in der späteren Diskussion wer-
den dimensionslose Größen eingeführt. Alle Längen werden ins Verhältnis zu s0
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gesetzt, spannungswertige Größen auf die Kohäsivfestigkeit t0 bezogen. Auf die-
se Basis bezogene Größen seien durch geschweifte Klammern gekennzeichnet.
Die normierte äußere Last lässt sich somit in Abhängigkeit von der normierten



























} Γ∞ . (6.9)
6.2.2. Schaubilder der Versagensformen – Versagenskarten
Die Beziehung zwischen den nominellen Beanspruchungsparametern der Riss-
spitze Γ∞ und des Ligaments τ∞ in (6.7) lässt sich formal auch über einen















darstellen, wobei das Verhältnis zwischen Spannungsintensitätsfaktor und Ener-
giefreisetzungsrate aus (4.11) angewandt wurde. Gleichung (6.10) enthält mit
E′ Materialparameter des Matrixmaterials, den charakteristischen geometri-
schen Längenparameter L=ˆH sowie die genannten Nennbeanspruchungspara-
meter. Die Analyse dieser Gleichung verdeutlicht, dass die Beanspruchungen der
Rissspitze und des Ligaments über die charakteristische Länge gekoppelt sind. In-
folge dieser Kopplung ist für eine Probe mit einer bestimmten charakteristischen
Länge L nur eine begrenzte Zahl unterschiedlicher Versagensfälle möglich. Zur
Visualisierung dieses Zusammenhangs wird die Darstellung in einem τ∞-Γ∞-
Schaubild vorgeschlagen, das im Folgenden auch als »Zustandsdiagramm« be-
zeichnet sei. Jedem Punkt in Abb. 6.2, d. h. jedem Zustand (Γ∞, τ∞), kann auf
Basis der klassischen Bewertungskonzepte ein Versagensverhalten zugeordnet











} Γ∞ . (6.11)
Einer Probe werden damit durch die klassische Versagensbewertung nur die Ver-
sagensszenarien vorhergesagt, deren Felder von der jeweiligen Kurve berührt
werden. Der konkrete Versagensfall wird über das anliegende Lastniveau be-
stimmt, das entweder über P (τ∞) oder P (Γ∞) eingestellt werden kann (siehe
(6.8) und (6.9)).


















Abb. 6.2.: Versagenskarte der klassischen Bewertungskonzepte im τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramm:
Übersicht der Versagensformen bei monotoner und zyklischer Belastung (umrandet: Bereich der



















∞ = Γ0, τ
∞ = 1) , (6.13a)
Leth = L(Γ
∞ = Γth, τ
∞ = τ e0 ) , (6.13b)
Le0 = L(Γ
∞ = Γ0, τ
∞ = τ e0 ) . (6.13c)
Mit diesen Größen können folgende Zusammenhänge formuliert werden, wobei







i) Die Existenz eines dauerfesten Bereichs ist größenunabhängig, d. h., je-
der Probe kann ein, in Abhängigkeit von der charakteristischen Länge L
unterschiedlich ausgeprägter, dauerfester Bereich zugeordnet werden.
ii) Ermüdungsrisswachstum tritt bei Proben mit L ≥ Leth für Γ∞ ≥ Γth auf.
Für τ∞ ≥ τ e0 sind beide Ermüdungsmechanismen aktiv.
iii) Reines Ermüdungsrisswachstum mit durchgehend ungeschädigtem Liga-
ment fernab der Rissspitze wird durch Proben mit L ≥ Le0 gewährleistet.
iv) Der Grenzfall L→∞ beschreibt den halbunendlichen Riss. Hier dominiert
die Rissausbreitung, das Ligament fernab der Rissspitze verbleibt im ge-
samten Bereich Γ∞ ≤ Γ0 nahezu unbeansprucht (verschwindende Nenn-
spannung).
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Mit der Darstellung des τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramms lassen sich die verschie-
denen Versagensformen anhand der Beanspruchungsparameter abgrenzen, mit
denen die (klassischen) Versagenskriterien formuliert sind. Es ergeben sich bili-
neare Grenzkurven die den Bereich der Werkstoffermüdung vom dauerfesten
Bereich und dem Restbruchbereich trennen (siehe Abb. 6.2). In Anlehnung an
das Versagensbewertungsdiagramm83 (engl. failure assessment diagram, FAD)
der elastisch-plastischen Bruchmechanik können die zyklischen Versagensfor-
men darüber hinaus auch in einem K∞-τ∞-Diagramm dargestellt werden, wo-
bei die Umrechnung K∞(Γ∞) über (6.10) erfolgt. Diese als »zyklisches Ver-
sagensbewertungsdiagramm« (engl. cyclic failure assessment diagram, CFAD)
vorgeschlagene Darstellung enthält bei konstanten elastischen Materialparame-
tern exakt dieselben Informationen wie das τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramm und ist
in Abb. 6.3 abgebildet. In dem hier untersuchten Spezialfall wird jede durch ei-
ne charakteristische Länge definierte Probengeometrie im CFAD durch einen im
Ursprung beginnenden Strahl repräsentiert. Die jeweilige Versagensform ergibt
sich aus der Position des Beanspruchungszustands auf diesem Strahl. Die Bewer-
tung der Versagensform erfolgt, analog zum τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramm, aus
dem Vergleich mit den (bilinearen) klassischen Grenzkurven. Alle Zustände un-
terhalb der unteren Grenzkurven gelten als dauerfest. Der Bereich zwischen den
Grenzkurven umfasst das Ermüdungsverhalten, auf und oberhalb der oberen
Grenzkurve tritt statisches Versagen (Restbruch während der Erstbelastung) auf.
Der Vorteil des CFAD gegenüber dem τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramm ist, dass
hiermit direkt die Beanspruchungsparameter der Struktur ausgewertet werden
können (Bezug zum Matrixmaterial). Inwieweit die Bewertung der zyklischen Ver-
sagensform anhand des CFAD auch für elastisch-plastisches Matrixmaterialver-
halten möglich ist, muss untersucht werden. Im Allgemeinen kann unter dieser
Bedingung84 aus K nicht unmittelbar auf die Beanspruchung Γ∞ geschlossen
werden. Des Weiteren ist fraglich, ob die Belastung einer Probe endlicher Ab-
maße mit konstanten zyklischen Lastparametern (Lastverhältnis R, Ober- bzw.
Maximallast Kmax) überhaupt realisierbar ist.
Eine dritte Darstellungsform der genannten Zusammenhänge bietet das Span-
nungs-Risslängen-Diagramm, das auch als KITAGAWA- oder KITAGAWA-TAKAHA-
SHI-Diagramm (KTD) bekannt ist. Es wurde nach HAIBACH (2006, S. 469) von
KITAGAWA und TAKAHASHI (1976) als doppeltlogarithmische Darstellung der dau-
erfest ertragbaren Spannungsschwingbreiten in Abhängigkeit von der Risslänge
eingeführt (Dauerfestigkeit bei kurzen Rissen). Auf die hier diskutierten Versa-
gensformen übertragen, entspricht dies mit (6.10) der doppeltlogarithmischen
83 Das FAD wurde nach KUNA (2010, S. 92) von HARRISON, LOOSEMORE und MILNE (1976)
als eine ingenieursmäßige Methode zur Beurteilung der Bauteilsicherheit entwickelt. Sie
wird auch als »Zwei-Kriterien-Methode« bezeichnet (Versagen durch Sprödbruch oder plas-
tischem Kollaps) und beruht, wie auch das Kohäsivzonenmodell, auf dem Modell von DUG-
DALE (1960).
84 In diesem Zusammenhang wirdK auch als Lastparameter interpretiert (siehe KUNA, 2010,
S. 93).



















Abb. 6.3.: Zyklisches Versagensbewertungsdiagramm (CFAD) der klassischen Bewertungskon-
zepte: Übersicht der Versagensformen bei monotoner und zyklischer Belastung (umrandet: Be-
reich der Werkstoffermüdung); Volllinie: Beanspruchungskurven nach (6.10) für Proben mit












Jedes Lastniveau entspricht im KTD auf Grund der Wurzelfunktion in (6.14) einer
Geraden mit dem Anstieg −1/2. Für K∞ = K0 und K∞ = Kth ergeben sich
Grenzkurvenabschnitte, die durch horizontale Linien bei τ∞ = τ e0 und τ
∞ = 1
ergänzt werden. Im KTD in Abb. 6.4 sind, analog zu den bereits vorgestellten
Schaubildern, die Gebiete der einzelnen Versagensformen eingetragen. Infolge
der doppeltlogarithmischen Darstellung umfasst der markierte Ermüdungsbe-
reich nur einen schmalen Streifen. Vergleichbare Schaubilder sind in der Literatur
unter den Bezeichnungen »fatigue life map« (LARSEN u. a., 1999) bzw. »fatigue
damage map« (RODOPOULOS u. a., 2003; RODOPOULOS u. a., 2004) bekannt.
Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dass die drei Darstel-
lungsformen
● τ∞(Γ∞) im τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramm,
● K∞(τ∞) im zyklischen Versagensbewertungsdiagramm (CFAD),
● τ∞(L) im KITAGAWA-TAKAHASHI-Diagramm (KTD)
bzgl. des Informationsgehaltes identisch sind. Die Darstellungen im CFAD und
KTD bedienen das Verständnis der Bruchmechanik bzw. der Betriebsfestigkeit.
















Abb. 6.4.: KITAGAWA-TAKAHASHI-Diagramm (KTD) der klassischen Bewertungskonzepte: Über-
sicht der Versagensformen bei monotoner und zyklischer Belastung (umrandet: Bereich der Werk-
stoffermüdung, Lref = L00)
Darüber hinaus muss auf die »Ecken« des Ermüdungsbereichs, z. B. bei
(τ∞ = τ e0 , Γ
∞ = Γth) und (τ∞ = 1, Γ∞ = Γ0) in Abb. 6.2, eingegangen wer-
den. Sie sind eine direkte Konsequenz der klassischen Bewertungskonzepte, die
bilineare (geradlinige) Grenzkurven vorhersagen. Von realem Werkstoffverhal-
ten werden glatte (gekrümmte) Grenzkurven erwartet: eine untere Grenzkurve,
die den dauerfesten Bereich von dem der Werkstoffermüdung abgrenzt und eine
obere zwischen diesem und dem des statischen Versagens (Restbruch). Von der
in Abschnitt 6.4 vorgestellten Modellierung der Probe mithilfe des Kohäsivzonen-
modells wird in diesem Sinne eine realistischere Vorhersagequalität erwartet.
6.3. Analyse des Versagensverhaltens elastischer
Strukturen mit kohäsiven Grenzflächen
6.3.1. Lokales Versagensverhalten
Betrachtet man nur einen einzelnen Materialpunkt innerhalb einer Kohäsivzo-
ne, kann dessen lokales Versagensverhalten anhand folgender Beanspruchungs-
merkmale unterschieden werden:
● Art des primären, d. h. von der äußeren Last direkt abhängigen, Beanspru-
chungsparameters:
– spannungskontrollierte Steuerung bzw. Vorgabe der effektiven Kohä-
sivspannung τ oder
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– separationskontrollierte Steuerung bzw. Vorgabe der effektiven Sepa-
ration λ,
● zeitlicher Verlauf des primären Beanspruchungsparameters:
– monoton oder
– zyklisch.
Es ergeben sich vier Versagensszenarien, die im Folgenden diskutiert werden
und in Tab. 6.1 schematisch gegenübergestellt sind.
Monotone spannungskontrollierte Beanspruchung
Versagen tritt ein, wenn die angelegte Spannung die Grenzlast t0, d. h. die Ko-
häsivfestigkeit, übersteigt bzw. für τ ≥ 1. Es wird nur der reversible Ast der
monotonen Hüllkurve beschritten, woraus die Versagensschädigung Df = 0 re-
sultiert.
Zyklische spannungskontrollierte Beanspruchung
Dieses Versagensverhalten ist Gegenstand der in Kapitel 5 vorgestellten Unter-
suchungen. Das Charakteristische soll hier nur kurz rekapituliert werden. Die
Schädigungsinitiierung und damit das gesamte Schädigungs- und Versagensver-
halten hängen von dem Niveau der Oberlast τmax ab. Unterhalb der Anfangs-
dauerfestigkeit setzt kein Schädigungsprozess ein. Befindet sich die Oberlast im
Bereich τ e0 ≤ τmax < 1, initiiert die Schädigungsentwicklung bereits im ersten
Lastspiel. Mit fortschreitender zyklischer Beanspruchung sinkt die maximal über-
tragbare Spannung bis auf das Niveau von τmax. Der Materialpunkt versagt,
sobald τmax nicht mehr übertragen werden kann. Der Schädigungszustand im
Versagensfalle Df ergibt sich im normierten Spannungs-Separations-Diagramm
aus dem Schnittpunkt der Geraden τ = τmax = konst. mit dem entfestigenden
Ast der monotonen Hüllkurve (Schädigungskurve). Es gilt i. Allg. Df < 1.
Monotone separationskontrollierte Beanspruchung
Bei monotoner separationskontrollierter Beanspruchung wird das Verhalten des
Materialpunktes in der Kohäsivzone durch die monotone Hüllkurve beschrieben.
Infolge der exponentiellen Form der Hüllkurve kann das Versagen nur durch ihr
asymptotisches Verhalten charakterisiert werden. Für D → Df = 1 verschwindet
die übertragbare Spannung (Festigkeit) und die dissipierte Energiedichte (Fläche
unter der Spannungs-Separations-Kurve) nähert sich der Bruchenergiedichte an
(in normierter Form: Df → Γ0).
Zyklische separationskontrollierte Beanspruchung
Auch bei zyklischer separationskontrollierter Beanspruchung wird das Versagen
durch D → Df = 1 und den vollständigen Abbau der Festigkeit beschrieben.
Der zyklische Spannungs-Separations-Pfad entspricht allerdings nicht mehr der






































Tab. 6.1.: Lokales Versagensverhalten
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CZ
σ oder uσ∞ = t0τ∞
elastisch elastisch
Abb. 6.5.: Modell eines elastischen Zugstabes mit eingebetteter Kohäsivzone
monotonen Hüllkurve, wodurch die bis zum lokalen Versagen dissipierte Ener-
giedichte geringer ist als die Bruchenergiedichte (Df < Γ0).
6.3.2. Globales Versagensverhalten
Das globale Versagensverhalten ergibt sich aus der Interaktion zwischen (elas-
tischer) Matrix und Kohäsivzone. Je nach Art der Belastung (kraftgesteuert, ver-
schiebungsgesteuert), Geometrie der Struktur (homogen, gekerbt bzw. mit An-
riss) und Belastungsgeschichte (monotone oder zyklische Belastung) stellen sich
in der Kohäsivzone die Verteilungen der lokalen Beanspruchungsgrößen τ ( #„x )
bzw. λ( #„x ) ein. Das Verformungs-, Schädigungs- und Versagensverhalten der
Materialpunkte innerhalb der Kohäsivzone folgt dem Kohäsivgesetz. Aus der Ge-
samtheit aller lokalen Versagensfälle gemäß den Ausführungen im vergangenen
Unterabschnitt ergeben sich globale Versagensmechanismen, die bereits in den
Kapiteln 4 und 5 thematisiert wurden und nun zusammenfassend systematisiert
werden sollen.
Homogen einachsig beanspruchte Strukturen
Das Versagensverhalten von Strukturen, die einer homogenen einachsigen Be-
anspruchung unterliegen, entspricht qualitativ dem in Unterabschnitt 6.3.1 bzw.
Tab. 6.1 vorgestellten lokalen Versagensverhalten. Der Zusammenhang kann
am Beispiel einer Reihenschaltung aus idealen Zugstäben und einer kohäsiven
Grenzfläche veranschaulicht werden (siehe Abb.6.5). Bei kraft- bzw. spannungs-
gesteuerter Belastung sind das Verformungsverhalten der elastischen Stäbe ge-
mäß dem HOOKEschen Gesetz und das Verhalten der Kohäsivzone voneinan-
der entkoppelt. Die versagensrelevante Beanspruchungsgröße ist die (normierte)
Lastspannung τ = σ/t0, die hier auch als »(normierte) Nennspannung« τ∞ be-
zeichnet wird. Da alle Materialpunkte in der Kohäsivzone gleichzeitig versagen,
sei diese Versagensform als »gleichförmiges Ablösen« (engl. uniform debonding,
UD) bezeichnet (WANG und SIEGMUND, 2006a). Das als »Restbruch« bezeich-
nete Versagen setzt bei monotoner Belastung (und τ = 1) schlagartig, im Falle
zyklischer Belastung nach allmählichem, gleichmäßig in der Kohäsivzone ver-
teiltem Abbau der Festigkeit ein, sobald die äußere Last nicht mehr von der
jeweiligen Tragfähigkeit der Kohäsivzone aufgenommen werden kann.
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Bei verschiebungsgesteuerter Belastung teilt sich die aufgebrachte äußere Ver-
schiebung u in die elastische Deformation der Stäbe und die Separation der
Kohäsivzone auf. Die jeweilige Verteilung hängt vom (homogenen) Schädigungs-
zustand der Kohäsivzone ab. Die lokale Beanspruchung der Kohäsivzone durch
λ ist damit Teil der Lösung des Problems. Bei zyklischer Belastung mit konstanter
Verschiebungslastamplitude ergibt sich deshalb i. Allg. keine konstante Amplitu-
de der Kohäsivzonenbeanspruchung λ.
Rissbehaftete Strukturen
Rissbehaftete Strukturen weisen i. Allg. komplexe mehrachsige Beanspruchungs-
zustände und hohe Spannungskonzentrationen in den Prozesszonen auf. Die
Prozesszone ist der Bereich vor der Rissspitze, in dem der Schädigungsprozess
bis hin zur Materialtrennung stattfindet. Gemäß dem Konzept des Kohäsivzonen-
modells (siehe Kapitel 1) wird dieses Gebiet durch eine volumenlose Kohäsivzo-
ne ersetzt. Der Schädigungsprozess wird durch das Kohäsivgesetz, der Schädi-
gungszustand durch die örtliche Verteilung einer Schädigungsvariablen beschrie-
ben. Eine geeignete Beanspruchungsgröße, die sowohl den Schädigungszu-
stand der Kohäsivzone D( #„x ) als auch die Verteilung der Beanspruchungs- und
Deformationsgrößen τ ( #„x ) und λ( #„x ) berücksichtigt, stellt das J-Integral dar (sie-
he Unterabschnitt 4.3.4). Mithilfe des Beanspruchungsparameters J lassen sich
Risswachstumskriterien für monotone und zyklische Belastungen formulieren.
Unter monotoner Belastung ist das Kriterium für Rissausbreitung erfüllt, wenn die
Rissbeanspruchung die Bruchenergiedichte erreicht, d. h. für J = J0 = t0s0Γ0.
Bei zyklischer, unterkritischer Rissbeanspruchung setzt Ermüdungsrisswachstum
ein, wenn für die zyklische Beanspruchung ∆J = Jmax − Jmin die Bedingung
∆J ≥ t0s0∆Γth erfüllt wird und darüber hinaus Jmax < t0s0Γ0 gilt. Für
Jmin = 0 bzw. für ein BeanspruchungsverhältnisR = Jmin/Jmax = 0 lassen sich
die beiden Bedingungen auf t0s0Γth ≤ Jmax < t0s0Γ0 vereinfachen. Die Größe
Γth verkörpert die normierte Schwellenwertbeanspruchung, unterhalb der kein
zyklischer Rissfortschritt einsetzt. Die Abhängigkeit dieses Schwellenwertes von
den zyklischen Kohäsiveigenschaften ist Gegenstand der in Kapitel 4 vorgestell-
ten numerischen Untersuchungen.
Bauteile mit Ermüdungsrissausbreitung versagen mit Gewaltbruch, sobald die
äußere Last die infolge der Ermüdung reduzierte Tragfähigkeit (Resttragfähigkeit)
übersteigt. Die Gesamtlebensdauer des Bauteils setzt sich dann aus der Anzahl
an Lastspielen bis zum Anriss und der der Ermüdungsrissausbreitung zusammen.
Eine Verallgemeinerung der Versagensfälle erfolgt mit dem Begriff »Restbruch«.
Hierbei wird nicht unterschieden, ob der Bruchmechanismus der Rissausbrei-
tung bis zur endgültigen Materialtrennung aktiv ist oder ob ein vorzeitiger Ge-
waltbruch erfolgt (siehe HAIBACH, 2006, S. 5, 438). Ein weiterer Begriff, der in
diesem Zusammenhang verwendet wird, ist das »statische Versagen« (siehe z. B.
ROE und SIEGMUND, 2003). Als statisches Versagen soll im Folgenden stets das
Versagen bezeichnet sein, das bei monotoner Erstbelastung auftreten kann. Da-
mit umfasst dieser Begriff ebenfalls beide Versagensformen des Restbruchs.
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6.3.3. Verallgemeinertes Ermüdungsrisswachstumskriterium
Das in Kapitel 4 aufgestellte Ermüdungsrisswachstumskriterium für den im K-
kontrollierten Nahfeld wachsenden Riss
Jmax ≥ t0s0Γth (6.15)
basiert auf der Formulierung des Schwellenwertparameters Γth(τ e0 , α) über
Γth
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und (4.14). Das Kriterium beruht auf der Auswertung einer Vielzahl von zykli-
schen Spannungs-Separations-Kurven, die alle den Koordinatenursprung des
τ -λ-Diagramms (siehe Abb. 4.12) enthalten, da das analysierte Rissmodell ei-
ne verschwindende Nennspannung σ∞ = 0 impliziert. Für das nun im Mittel-
punkt der Untersuchung stehende Modelle der modifizierten DCB-Probe (siehe
Abb. 6.1) muss von einer endlichen Nennspannung im Bereich 0 < σ∞ ≤ t0
ausgegangen werden. Die Spannung klingt mit zunehmender Entfernung von
der Rissspitze damit nicht gegen null sondern gegen σ∞ 6= 0 ab, weswegen der
kleinste Spannungswert des aufsteigenden Astes der zyklischen Spannungs-Se-
parations-Kurven den Wert τ = τ∞ aufweist. Infolgedessen muss der erste Term
der rechten Seite in (4.28) erweitert werden. Der zweite Term verbleibt, da er den
Beitrag des entfestigenden Teils einer zyklischen Spannungs-Separations-Kurve
und damit die Spannungsverteilung innerhalb der Schädigungsprozesszone (in



















stellt nun eine Funktion der zyklischen Kohäsivparameter sowie der normierten
Nennspannung τ∞ dar. Der zusätzliche zweite Term in (6.16) entspricht der ge-
speicherten Energiedichte eines ungeschädigten, mit τ∞ beanspruchten Materi-
alpunktes. Zu beachten ist, dass dieser Term von den zyklischen Eigenschaften
der Kohäsivzone unabhängig ist, und nur vom Verlauf des reversiblen Astes der
monotonen Hüllkurve abhängt. Er ist damit bei einer festen Nennspannung für
alle Kombinationen von Kohäsivparametern gleich.85 Zur Bestimmung der effek-
tiven Separation λ
(
D = 1, τ = τ∞
)
muss (3.20) invertiert werden. Die grafische
Interpretation von (6.16) ist analog zu Abb. 4.13 in Abb. 6.6 dargestellt.
85 Unterschiede ergeben sich beim Wechsel des Kohäsivzonenpotenzialansatzes von »expo-
nentiell« auf »bilinear«.











Abb. 6.6.: Schwellenwert für Ermüdungsrissausbreitung Γth
(
τe0 , α, τ
∞
)
nach (6.16) für Mo-
delle mit Nennspannung τ∞ 6= 0 im Vergleich zur normierten Bruchenergiedichte Γ0; Schädi-
gungskurve (Volllinie); Dauerfestigkeitskurve (gestrichelte Linie)
Mithilfe von (6.16) lässt sich im τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramm eine Grenz-
kurve für Ermüdungsrisswachstumsinitiierung eintragen. Die in Abb. 6.7 dar-
gestellte Versagenskarte enthält darüber hinaus die Grenzen für das Versa-
gen infolge sukzessiven, d. h. zyklischen, Festigkeitsabbaus (»gleichförmiges
Ablösen«) τ∞ = τ e0 = konst. sowie die Grenzkurven für Restbruchversagen
τ∞ = 1 = konst. und Γ∞ = Γ0 = konst. Die von den genannten Kurven und
den Koordinatenachsen eingeschlossene Fläche umfasst alle Zustände, die der
Materialermüdung zuzuordnen sind. Für τ∞ ≥ τ e0 und Γ∞ ≥ Γth sind beide
Ermüdungsmechanismen aktiv, wobei in diesem Mischbereich – zumindest für
die hier untersuchten Fälle – der Festigkeitsabbau dominiert.86 Unterhalb des Er-
müdungsbereichs, d. h. in Richtung geringerer Beanspruchung, schließt sich das
Gebiet des dauerfesten Verhaltens an, Belastungen oberhalb des Ermüdungs-
bereichs verursachen Restbruchversagen. Damit kann dem betrachteten Modell
der DCB-Probe für gegebene Beanspruchungsparameter τ∞ und Γ∞ wiederum
ein »nominelles Versagensverhalten« zugeordnet werden. Diese Vorhersage ba-
siert nun allerdings allein auf der Auswertung des Kohäsivgesetzes unter Berück-
sichtigung der Modellannahme, dass sich die Werte beider Beanspruchungspa-
rameter unabhängig voneinander einstellen. Eine numerische Validierung des
analytisch vorhergesagten Kohäsivzonenverhaltens wird im folgenden Abschnitt
am Beispiel der modifizierten DCB-Probe vorgenommen.
86 Darüber hinaus ergibt sich für diese Lastfälle die Frage nach der durch zyklischen Rissfort-
schritt entstandenen Rissverlängerung, bei der der Restbruch der Probe erfolgt.
















Abb. 6.7.: Versagenskarte auf Basis des zyklischen Kohäsivgesetzes: Übersicht der Versagens-
formen bei monotoner und zyklischer Belastung (umrandet: Bereich der Werkstoffermüdung);
Volllinie: Beanspruchungskurven nach (6.11) für Proben mit L = {Leth(e), L
e
0}
6.4. Numerische Bestimmung der
Versagensgrenzkurven einer modifizierten DCB-
Probe mit Kohäsivzone
6.4.1. FE-Modellierung der DCB-Ermüdungsprobe
Die in Abschnitt 6.2 beschriebene und in Abb.6.1 dargestellte modifizierte DCB-
Probe wurde für unterschiedliche Kombinationen aus Probenbreite W und Pro-
benhöhe H = L≪W mit finiten Elementen modelliert. Aufgrund der Symme-
trie bzgl. der x1-x3-Ebene wurden nur Halbmodelle erstellt. Eine Realisierung
der FE-Halbmodelle ist in Abb. 6.8 dargestellt. Im Ligament (x1 ≥ 0, x2 = 0)
befindet sich die als Streifen dargestellte Kohäsivzone. Sie stellt bei der zu erwar-
tenden Modus-I-Beanspruchung den Ort der Schädigungszone bzw. den potenzi-
ellen Risspfad dar. Die Kohäsivzonenelemente wurden mit einer endlichen Höhe
ausgestattet, um die Feldgrößen innerhalb der Kohäsivzone visualisieren zu kön-
nen. Der Wert der Höhe hat keine Auswirkung auf die Berechnungsergebnisse.
Um die Schädigungsprozesszone in den Stadien der Schädigungsinitiierung so-
wie der Ermüdungsrissausbreitung örtlich aufzulösen, wurde der Bereich vor der
Rissspitze auf einer Länge von Lfine mit der Elementkantenlänge h fein vernetzt.
Für das Matrixmaterial wurden die elastischen Konstanten E = 100 t0
und ν = 0.3 angenommen. Als Kohäsivparameter wurden ε = 1, ω = 1,
κ = 0, τ e0 = 0.8, α = 2 und ̺ = 1 gewählt. Daraus ergeben sich
die energetischen Beanspruchungsstufen Γ0 = 2.718 und Γinit = 0.2222.
Die Schwellenwertlast für den halbunendlichen Riss wurde durch numerische















20, 50, 60, 100, 200, 300, 400, 500, 1000, 2000 10000 100 0.1
200, 300, 400, 500, 1000, 2000, 5000, 10000 100000 1000 0.5
Tab. 6.2.: Übersicht der geometrischen Parameter und der Vernetzungsparameter der untersuch-
ten FE-Modelle
Auswertung von (6.16) zu Γth(τ∞ = 0) = 0.5660 bestimmt. Der genann-




∞ = τ e0 ) , τ
∞ = τ e0
)
= 59.0 s0 und Le0 = 466.7 s0. Erst-
genannte Länge entspricht der Probenhöhe, deren Beanspruchungskurve durch
die »Ecke« der unteren Versagensgrenzkurve nach dem verallgemeinerten Er-
müdungsrisswachstumskriterium führt (siehe Abb. 6.7). Um alle möglichen Ver-
sagensformen erfassen zu können, wurden FE-Modelle von Proben im Bereich
20 s0 ≤ H = L ≤ 10000 s0 erzeugt. Tabelle 6.2 fasst die gewählten geometri-
schen Parameter sowie die Vernetzungsparameter zusammen. Die Vernetzung
der Modelle erfolgte mit 2D-Elementen für EVZ mit quadratischen Ansatzfunktio-
nen und reduzierter Integration (UEL-Typ 3, siehe Tab. A.1).
Die Randbedingungen der FE-Modelle sind ebenfalls in Abb. 6.8 skiz-
ziert. Die Vertikalverschiebung am oberen Rand wird als konstant angenom-
men: u2(x2 = H) = konst. Die Kopplung der Verschiebungen erfolgt über
einen Referenzknoten mit den Verschiebungsrandbedingungen u1 = 0 und
u2 = u2(x2 = H). Das Rissufer (x1 < 0, x2 = 0) sowie die vertikalen Modell-
ränder (x1 = ±W ) sind lastfrei. Eine Starrkörperbewegung wird durch die Be-
dingung u1(x1 =W, x2 = H) = 0 unterbunden. Die Umsetzung der Symmetrie-
randbedingungen bzgl. der x1-x3-Ebene wurde wie beim Rissmodell des Kapi-
tels 4 vorgenommen. Details dazu sind in Unterabschnitt 4.2.1 aufgeführt.





















Abb. 6.9.: Übersicht der numerisch ermittelten Versagensformen bei monotoner und zykli-
scher Beanspruchung (mit konstanter Amplitude) in Abhängigkeit von der charakteristischen
Länge L/s0 = {20 . . . 10000} (halblogarithmische Darstellung, τe0 = 0.8); Schattierung und
Strichpunktlinie: analytisch vorhergesagte Versagensform; Beanspruchungskurven nach (6.11)
(gestrichelte Linien); numerische Ergebnisse (•); numerisch bestimmte Versagensgrenzkurven:
»dauerfest-Ermüdung« (Volllinie, •), »Ermüdung-Restbruch« (Volllinie, )
Die zyklische Belastung erfolgt durch Vorgabe der normierten Nennenergie-
freisetzungsrate Γ∞, woraus sich über (6.9) die angelegte vertikale Knotenkraft
des Referenzknotens P ergibt. Es wurde nur das Lastverhältnis R = 0 untersucht.
Die Lastniveaus wurden so ausgewählt, dass der gesamte Bereich des τ∞-Γ∞-
Zustandsdiagramms bewertet werden kann.
6.4.2. Simulationsergebnisse
Die Ergebnisse der numerischen Berechnungen sind in Abb. 6.9 zusammenge-
fasst. Alle in dieser halblogarithmischen Darstellung abgebildeten Punkte (kleine
Symbole, •) repräsentieren jeweils eine Simulation, deren Beanspruchungspara-
meter τ∞ und J beide numerisch bestimmt wurden. Die gute Übereinstimmung
mit den ebenfalls dargestellten Beanspruchungskurven nach (6.11) bestätigt die
Dimensionierung der Modelle. Zum Vergleich mit den analytischen Vorhersa-
gen wurden die jeweiligen Flächen gleicher Versagensform durch eine Schattie-
rung gekennzeichnet. Die analytischen Versagensgrenzkurven, die jeweils zwei
Bereiche unterschiedlicher Versagensform voneinander trennen, sind ebenfalls
dargestellt (Strichpunktlinien).
Die Simulationen wurden so durchgeführt, dass zunächst der gesamte Last-
bereich grob abgerastert wurde. Die jeweiligen Versagensformen wurden er-
mittelt. Über eine Intervallschachtelung wurde anschließend versucht, die Ver-
sagensgrenzkurven numerisch zu bestimmen. Dabei wurde sowohl die Grenze
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»dauerfest-Ermüdung« als auch die Grenze »Ermüdung-Restbruch« untersucht.
Es wurden jeweils die größten Lasten für dauerfestes Verhalten bzw. Ermüdung
sowie die kleinsten Lasten für Ermüdung bzw. Restbruchversagen aufgezeichnet.
So entstanden obere und untere Grenzkurven, die mit zunehmender Feinheit
des Lastrasters einen glatten Verlauf annahmen. Diese Kurven sind in Abb. 6.9
mit großen Symbolen und Volllinie eingetragen (untere Grenzkurve »dauerfest-
Ermüdung«, •; obere Grenzkurve »Ermüdung-Restbruch«, ).
Der Vergleich der analytischen mit der numerischen unteren Grenzkurve zeigt
eine sehr gute Übereinstimmung. Dies bestätigt das erweiterte Risswachstums-
kriterium (analytische Vorhersage) aus Abschnitt 6.3.3 sowie die Definition des
Schwellenwertparameters in (6.16).
Bezüglich der oberen Grenzkurve zeigt sich eine Abweichung im Bereich
(J ≈ J0, τ∞ ≈ 1). Während die klassischen Bewertungskonzepte unter Verwen-
dung kritischer Beanspruchungsparameter eine bilineare Grenzkurve mit einer
Ecke bei (J = J0, τ∞ = 1) vorhersagen, weist die numerisch ermittelte Kur-
ve einen glatten, ausgerundeten Verlauf auf. Dieses Verhalten konnte bislang
nicht aus dem Kohäsivgesetz abgeleitet werden, es entspricht aber eher den
Ergebnissen, die von einer experimentellen Analyse zu erwarten wären.87 Für
den Kurvenverlauf konnte keine Abhängigkeit bzgl. der Formparameter ε und ω
nachgewiesen werden.
Um den Größeneinfluss auf die Kennwerte des Ermüdungsrisswachstums zu
untersuchen, wurden für L/s0 = {400, 500, 1000, 2000, 5000, 10000} die Riss-
fortschrittskurven aufgenommen und diese mit der Rissfortschrittskurve des Riss-
modells aus Kapitel 4 verglichen. Die Kurven sind in Abb. 6.10 gegenüberge-
stellt. Der Anstieg der Kurven im linearen PARIS-Bereich ist für alle charakte-
ristischen Längen L (bzw. Probenhöhen H ) nahezu identisch, der PARIS-Expo-
nent kann demzufolge für die untersuchten Proben als geometrieunabhängig
bezeichnet werden. Der PARIS-Koeffizient sinkt mit zunehmender Probenhöhe
geringfügig. Sowohl der Schwellenwert als auch die statische Versagenslast stei-
gen mit zunehmender Probenhöhe. Diese Zusammenhänge entsprechen den in
Abb. 6.9 dargestellten Versagensgrenzkurven. Für den Schwellenwert ∆Kth ist
dieser Effekt eine direkte Konsequenz der Abhängigkeit Γth(τ∞) (siehe (6.16)).
Der Einfluss der charakteristischen Länge L auf das stationäre Ermüdungsriss-
wachstumsverhalten kann näherungsweise als eine horizontale Verschiebung
der doppeltlogarithmischen Rissfortschrittskurve zusammengefasst werden. Ge-
nauere Aussagen sind mit diesen Simulationsergebnissen nicht möglich. Wie
aus Abb. 6.10 und Tab. 6.2 zu entnehmen ist, entspricht das Risswachstumsin-
krement im Schwellenwertbereich etwa 1/10 bzw. 1/50 der gewählten Elementgrö-
ße eines finiten Kohäsivzonenelements. Für belastbare Aussagen zum Verhal-
ten im Schwellenwertbereich wäre eine höhere räumliche Auflösung der Schä-
digungszone erforderlich. Die Netzfeinheit wird auch als Ursache dafür vermu-
tet, dass die Schwellenwerte der großen Modelle nicht zum theoretischen Wert
∆K0th = ∆Kth(τ
∞ = 0) konvergieren.
87 Das FAD der elastisch-plastischen Bruchmechanik, das auf dem DUGDALE-Modell beruht,
enthält ebenfalls glatte Versagensgrenzkurven.



















L = 400 s0
L = 500 s0
L = 1000 s0
L = 2000 s0
L = 5000 s0
L = 10000 s0
L→∞
Abb. 6.10.: Rissfortschrittskurven: Variation der charakteristischen Länge L/s0 = {400, 500,
1000, 2000, 5000, 10000, ∞}, markierter Schwellenwert ∆K0th = ∆Kth(τ
∞ = 0); expo-
nentielles Kohäsivgesetz (ε = 1, ω = 1, κ = 0, τe0 = 0.8, α = 2, ̺ = 1, R = 0)
6.5. Vergleich mit Ansatz von EL HADDAD
Die Versagensgrenzkurven (z. B. in Abb. 6.9) beschreiben das Versagensverhal-
ten in Abhängigkeit von der Probengeometrie und den zyklischen Beanspru-
chungsparametern. Sie enthalten die Vorhersagen der klassischen Konzepte
(Schnittpunkte mit Koordinatenachsen) und stellen zudem eine glatte Verbindung
zwischen diesen Grenzfällen dar. Ein vergleichbarer Ansatz für eine solche Kurve,
die die Begrenzung der Dauerfestigkeit von Ermüdungsproben mit kurzen Rissen
beschreibt (Darstellungsform KTD), wurde von EL HADDAD, SMITH und TOPPER
(1979) formuliert. EL HADDAD, SMITH und TOPPER (1979) interpretierten das Ma-
terialversagen von spannungsgesteuerten einachsigen WÖHLER-Versuchen als
bruchmechanisches Ereignis. Es wurde von sehr kurzen Rissen ausgegangen
und eine »effektive Risslänge« als die Summe aus Risslänge a und »Eigenriss-
länge« a∗ eingeführt (nach HAIBACH, 2006, S. 469). Mit diesem Ansatz wurde
ein zyklischer Spannungsintensitätsfaktor formuliert, in den außer der effektiven








Für glatte Proben (a → 0) wurde dann der Lastfall betrachtet, bei dem die an-
gelegte Oberlast der Dauerfestigkeit entspricht. Der sich formal ergebende zy-
klische Spannungsintensitätsfaktor wurde als Schwellenwert ∆Kth interpretiert,
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Sie ist damit eine Funktion der experimentell bestimmbaren Größen Schwellen-
wert ∆Kth und dauerfeste Schwingbreite ∆σe.
Mit dem Ansatz von EL HADDAD, SMITH und TOPPER (1979) kann in einem KTD
die Dauerfestigkeit in Abhängigkeit von der Risslänge dargestellt werden. Die
theoretische Vorhersage weist eine gute Übereinstimmung mit Versuchsergebnis-
sen auf. Der Ansatz bietet damit eine Möglichkeit, den Übergang zwischen den
klassischen Theorien zu beschreiben, bei denen dauerfestes Verhalten entweder
durch die Dauerfestigkeit oder den Schwellenwert für Ermüdungs(lang)risswachs-
tum begrenzt sind. Näheres dazu ist in der Literatur unter »Kurzrisseffekt« oder
»Kurzrisswachstum« zu finden.
Der soeben vorgestellte Ansatz soll nun auf die hier betrachteten Grenzkurven








und den beiden Wertequadrupeln für die untere und obere Grenzkurve
{




τ e0 , Γth(τ
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∞ = 0) , Leth
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bestimmt. Sie entsprechen den halben Probenhöhen, deren Be-
anspruchungskurven die bilinearen Grenzkurven der klassischen Versagensbe-
wertung (siehe Abb. 6.2) genau in den jeweiligen »Eckpunkten« schneiden. Die
geglätteten Grenzkurven im KTD folgen im Sinne des Ansatzes von EL HADDAD,












Zur Visualisierung dieser Grenzkurvengleichung im CFAD wird nun (6.21) unter









= 1 . (6.23)
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Die numerisch bestimmten Grenzkurven auf Basis des zyklischen Kohäsivge-
setzes sind im CFAD in Abb. 6.11 denen des EL HADDAD-Ansatzes gegenüber-
gestellt. Die Kurven unterscheiden sich in ihrem Krümmungsverhalten. Die ko-
häsiven Grenzkurven weisen eine höhere maximale Krümmung auf. Die Krüm-
mungen nehmen jeweils in Richtung der Koordinatenachsen ab. In der normier-
ten Darstellung (K∞/K0 vs. τ∞/1) sagt der EL HADDAD-Ansatz eine konstante
Kurvenkrümmung voraus (Viertelkreisbogen). Die Abweichungen zwischen den
Kurvenverläufen motivierte den im Folgenden formulierten verallgemeinerten
EL HADDAD-Ansatz, bei dem zusätzlich die Krümmung der Grenzkurve para-











realisiert.89 Der Parameter ζ sei als »Grenzkurvenexponent« bezeichnet. Die je-





























− 1ζ . (6.28)
Für ζ = 2 gehen (6.27) und (6.28) in (6.24) und (6.22) über.
Die Grenzkurvenexponenten der unteren und oberen Grenzkurven müssen
nicht identisch sein. Ihre Werte sind abhängig von der untersuchten Materialkom-
bination (Matrix und Kohäsivzone). Für die numerisch bestimmten Grenzkurven
in Abb. 6.9 wurden die Grenzkurvenexponenten ζ = 5.5 (untere Grenzkurve)
und ζ = 7 (obere Grenzkurve) ermittelt. Die entsprechenden Versagenskarten
sind in den Abb. 6.11 und 6.12 dargestellt. Zum Vergleich mit dem quadrati-
schen EL HADDAD-Ansatz sind die Kurven für ζ = 2 ebenfalls in die Diagramme
eingezeichnet. Die Wahl der Referenzlänge Lref = L00 in Abb. 6.12 erfolgte
willkürlich.
88 Kurven dieser Art werden auch als »Superellipsen«, »LAMÉsche Kurven« oder »LAMÉsche
Ovale« bezeichnet.
89 Qualitativ vergleichbare Erweiterungen des EL HADDAD-Ansatzes sind in der Literatur ver-
fügbar (z. B. PESSARD u. a., 2013).















Abb. 6.11.: Zyklisches Versagensbewertungsdiagramm (CFAD) mit Versagensgrenzkurven des
Kohäsivzonenmodells (Punkte: numerische Ergebnisse aus Abb. 6.9, Volllinien und Schattierung:
Kurvenfit mit erweitertem EL HADDAD-Ansatz) im Vergleich zu quadratischem EL HADDAD-Ansatz

















Abb. 6.12.: KITAGAWA-TAKAHASHI-Diagramm (KTD) mit Versagensgrenzkurven des Kohäsivzo-
nenmodells (Volllinien und Schattierung: Kurvenfit mit erweitertem EL HADDAD-Ansatz) im Ver-
gleich zu quadratischem EL HADDAD-Ansatz (Strichpunktlinien) mit Lref = L00
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6.6. Zusammenfassung und Diskussion
Die in diesem Kapitel präsentierte Analyse zur zyklischen Versagensbewertung
kann folgendermaßen zusammengefasst werden:
1. Mit dem zyklischen Kohäsivgesetz können verschiedene Erscheinungs-
formen des Ermüdungsversagens erfasst werden: sukzessiver Festigkeits-
abbau bis zum gleichförmigen Ablösen, Ermüdungsrissausbreitung und
Mischformen. Die Vorhersagen der klassischen Bewertungskonzepte der
Festigkeitslehre und Bruchmechanik werden als Grenzfälle wiedergege-
ben.
2. Die Versagensformen hängen u. a. von den Strukturabmessungen ab. Die
numerisch untersuchten Proben weisen ein charakteristisches Längenver-
hältnis L/s0 auf. Mit abnehmenden Werten vollzieht sich der Übergang
von reiner Ermüdungsrissausbreitung hin zum Versagen durch gleichför-
miges Ablösen.
3. Unter der Voraussetzung konstanter Belastungs- und Beanspruchungsam-
plituden sowie R = konst. kann das Versagensverhalten der analysierten
Proben in verschiedenen Formen grafisch dargestellt werden: τ∞-Γ∞-Zu-
standsdiagramm, zyklisches Versagensbewertungsdiagramm (CFAD) und
KITAGAWA-TAKAHASHI-Diagramm (KTD). Diese Diagramme beinhalten Ver-
sagenskarten, in denen die Bereiche des dauerfesten Verhaltens, der Werk-
stoffermüdung und des Restbruchs voneinander durch Versagensgrenzkur-
ven getrennt werden.
4. Die untere Grenzkurve zwischen dauerfestem Verhalten und der Werkstoff-
ermüdung kann analytisch aus einem erweiterten Risswachstumskriterium
für das zyklische Kohäsivgesetz hergeleitet werden. Die analytische Grenz-
kurve wurde numerisch verifiziert.
5. Zum Vergleich dieser Ergebnisse auf Basis des zyklischen Kohäsivzonen-
modells mit dem etablierten Ansatz von EL HADDAD, SMITH und TOPPER
(1979) wird ein erweiterter EL HADDAD-Ansatz vorgeschlagen, der auf ei-
ner Parametrisierung der Grenzkurvenkrümmung im CFAD beruht (Grenz-
kurvenexponent ζ). Es ergeben sich für die Grenzkurven des Kohäsivzonen-
modells stärkere Krümmungen im Vergleich zum originalen EL HADDAD-
Ansatz. Bezug nehmend auf die Darstellung im KTD ist dies verbunden
mit einem bei höheren charakteristischen Längen einsetzenden Abbau der
Dauerfestigkeit, der mit weiter steigendem L jedoch stärker ausgeprägt
ist.
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6.6.1. Vergleich mit Referenzstudie
Wie bereits in Abschnitt 6.1 erwähnt, basiert die in diesem Kapitel vorgestellte
Untersuchung auf der Studie von WANG und SIEGMUND (2006a), in welcher der
Größeneffekt für eine modifizierte Version des zyklischen Kohäsivzonenmodells
von ROE und SIEGMUND (2003) thematisiert wurde. Die Ergebnisse dieser Ana-
lyse sollen im Folgenden mit denen der vorliegenden Arbeit verglichen werden.
Modell der DCB-Probe
Das von WANG und SIEGMUND (2006a) untersuchte Modell entspricht im We-
sentlichen dem in Unterabschnitt 6.4.1 vorgestellten DCB-Probenmodell mit va-
riabler Probenhöhe H = L. Unterschiede in den Modellen resultieren aus ab-
weichenden Randbedingungen bei x1 = ±W . Des Weiteren werden bei WANG
und SIEGMUND (2006a) verschiebungsgesteuerte zyklische Lasten aufgebracht,
wodurch die erzeugten Nennspannungen in beiden Modellen nicht mehr über-
einstimmen.
Separationsgesetz
Das Kohäsivzonenmodell von WANG und SIEGMUND (2006a) verfügt über ver-
gleichbare Eigenschaften wie das in dieser Arbeit genutzte Modell. Es beinhaltet
eine exponentielle Hüllkurve (Γ0 = e) und lineares Entlastungsverhalten zum Ur-
sprung. Es sollte demnach auch das in Unterabschnitt 6.3.1 beschrieben lokale
Versagensverhalten aufweisen. Die Anfangsdauerfestigkeit entspricht dem Wert
τ e0 = 0.25.
Ergebnisse der Versagensanalyse
Die numerischen Simulationen von WANG und SIEGMUND (2006a) wurden auf
dem Lastniveau Γ∞ = 0.2 Γ0 durchgeführt. Es konnten demnach nur Versa-
gensfälle entlang einer senkrechten Linie im τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramm ermit-
telt werden. Inwieweit die Amplituden der Beanspruchungsparameter konstant
blieben, ist nicht dokumentiert. Die Beschreibung der Versagensformen stimmt
qualitativ mit dem hier theoretisch vorhergesagten Verhalten überein. Der Über-
gang von dominierender Ermüdungsrissausbreitung hin zum gleichförmigen Ab-
lösen wird ausführlich beschrieben.
Bewertung der Versagensanalyse
WANG und SIEGMUND (2006a) führten eine charakteristische Materiallänge ein,
die bis auf den konstanten Faktor pi dem Wert von L00 entspricht. Allein mit
dieser Länge wurde versucht, den Übergang der Versagensformen zu beschrei-
ben. Aus der Analyse der Versagenskarte in Abb. 6.2 ergibt sich, dass dieser
Ansatz nicht zielführend sein kann. Die charakteristische Materiallänge wurde
ausschließlich mit den Parametern des Kohäsivzonenmodells formuliert, die zu
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den monotonen Eigenschaften gezählt werden müssen (t0, Γ0). Das zyklische Se-
parationsverhalten und damit die Ermüdungseigenschaften werden nicht berück-
sichtigt. Infolgedessen charakterisiert die berechnete Materiallänge i. Allg. auch
nicht den gesuchten Übergang zwischen den einzelnen Ermüdungsversagensfor-
men (UD, FCG). Die aus (6.12) erhältliche Übergangslänge des gewählten Last-
niveaus (Γ∞ = 0.2 Γ0, τ∞ = 0.25) übersteigt mit L ≈ 1000 s0 das Zehnfache der
von WANG und SIEGMUND (2006a) genutzten charakteristischen Materiallänge
und ist sogar größer als die größten untersuchten Probenhöhen. Die Studie von
WANG und SIEGMUND (2006a) enthält demnach nur Zustände im Mischbereich
beider Versagensformen der Werkstoffermüdung. Innerhalb des Mischbereichs
setzt nach einer gewissen Anzahl an Lastwechseln im Ligament die homoge-
ne Schädigungsentwicklung des gleichförmigen Ablösens ein. Das Integral über
der Schädigungsverteilung im Ligament nimmt folglich dramatisch zu, da jeder
Punkt des Ligaments einen Beitrag liefert, wohingegen bei Ermüdungsrissaus-
breitung nur innerhalb der Prozesszone vor der Rissspitze Schädigung akkumu-
liert. Dieser Zusammenhang erklärt die von WANG und SIEGMUND (2006a) be-
schriebene Evolution eines als Zustandsgröße eingeführten Längenparameters.
Das geschlussfolgerte Kriterium, nach dem der Übergang der Versagensformen
stattfindet, wenn diese Länge der Probenhöhe entspricht, kann nicht bestätigt
werden.
Dessen ungeachtet demonstriert die Studie vonWANG und SIEGMUND (2006a)
die Übertragbarkeit der Ergebnisse auf das Kurzrisswachstumsverhalten. Sowohl
die Beschreibung im KITAGAWA-TAKAHASHI-Diagramm als auch die Nutzung des
Ansatzes von EL HADDAD, SMITH und TOPPER (1979) werden vorgeschlagen.
6.6.2. Ausblick auf künftige Studien
In diesem Kapitel wurde nur ein exemplarischer Parametersatz untersucht. Vor-
aussetzung für allgemeingültige Aussagen bzgl. der Versagensgrenzkurven wäre
eine systematische Parameterstudie, in der die Einflüsse der einzelnen Kohäsivpa-
rameter, der elastischen Konstanten des Matrixmaterials und der Lastparameter
aufgeklärt werden. Gegebenenfalls kann nach einer Korrelation zwischen einem
Parameter oder einer Kombination der Parameter und dem Grenzkurvenexpo-
nenten ζ gesucht werden.
Die Übertragbarkeit der Ergebnisse auf das Kurzrisswachstum impliziert die
Annahme, dass sich das Modell der DCB-Probe (L = H ) ähnlich verhält wie ein
kurzer Riss in einer unendlich ausgedehnten elastischen Matrix mit einem homo-
genen Zugspannungszustand im Unendlichen (GRIFFITH-Riss, L = a). Vergleicht
man die analytischen Bestimmungsgleichungen für die jeweiligen (nominellen)
Spannungsintensitätsfaktoren bzw. die Energiefreisetzungsraten, so erklärt sich
der Faktor pi in den Ansätzen von EL HADDAD, SMITH und TOPPER (1979) (Eigen-
risslänge) und WANG und SIEGMUND (2006a) (charakteristische Materiallänge).
Zur Validierung der genannten Hypothese ist geplant, das numerische Modell
der DCB-Probe zu modifizieren (Symmetrierandbedingungen bei x1 = −a) und




Die Identifikation der Kohäsivparameter stellt eines der bedeutendsten Probleme
im Rahmen der Kohäsivzonenmodellierung dar. Aufgrund des phänomenologi-
schen Charakters des Modellansatzes können in vielen Kohäsivzonenmodellen
nicht alle Parameter mit einer physikalischen Eigenschaft korreliert werden. Bei
den zyklischen Kohäsivzonenmodellen betrifft dies insbesondere die Parameter
der Schädigungsentwicklungsgleichungen. Die monotonen Kohäsiveigenschaf-
ten werden nach BROCKS, CORNEC und SCHEIDER (2003); SCHWALBE, SCHEIDER
und CORNEC (2013, S. vii) durch die Kohäsivfestigkeit t0, die Bruchenergiedichte
J0 und die Form der monotonen Hüllkurve bestimmt. Entsprechende Identifikati-
onsverfahren werden in den zitierten Veröffentlichungen beschrieben. Bezüglich
der Identifikation der zyklischen Parameter existieren keine umfassenden Kon-
zepte. Auf Basis der in den Kapiteln 4, 5 und 6 beschriebenen Vorhersageeigen-
schaften des in dieser Arbeit verwendeten zyklischen Kohäsivzonenmodells wird
im Folgenden ein Konzept zur Parameteridentifikation vorgestellt. Infolge der in
den genannten Kapiteln getroffenen Modellierungsansätze ist das Konzept nur
für elastische, mit Sprödbruch versagende Werkstoffe bzw. Werkstoffverbunde
gültig. Die bei spröden Materialien oft beobachtete Streuung in den Werten der
einzelnen Materialparameter wird nicht berücksichtigt. Die Parameteridentifika-
tion für elastisch-plastische Werkstoffe wird hier bewusst nicht thematisiert. Ein
entsprechendes Konzept setzt ein hohes Verständnis für die Wechselwirkungen
zwischen dem schädigungsmechanischen Kohäsivzonenverhalten und der Plas-
tizität des Matrixmaterials voraus. Diesbezügliche Studien und Berechnungen
wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht durchgeführt.
Eine Übersicht aller Parameter des zyklischen Kohäsivzonenmodells ist in
Tab. 3.2 aufgeführt. Die Identifikation der einzelnen Parameter wird im Fol-
genden diskutiert. Es wird sich dabei auf das exponentielle Kohäsivgesetz be-
schränkt.
Krümmungsexponent κ: Aufgrund des geringen Einflusses des Krümmungs-
exponenten κ auf die Rissfortschritts- und WÖHLER-Kurven (siehe Unterab-
schnitt 4.5.5 und Abschnitt 5.3) wird die Annahme κ = 0 getroffen. Die Ent-
lastungspfade treten damit im normierten Spannungs-Separations-Diagramm
mit von null verschiedenen Anstiegen aus der monotonen Hüllkurve aus.
Fitparameter β und γ: Die Parameter zur Konvertierung der Schädigungsva-
riablen stellen keine echten Materialparameter dar. Sie werden numerisch oder
grafisch anhand Abb. 3.17 bestimmt (siehe Abschnitt 3.5).
Somit bleiben acht zu identifizierende Parameter: t0, s0, Γ0, ε, ω, τ e0 , α und ̺.
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7.1. Auswertung der WÖHLER-Kurve
Kohäsivfestigkeit t0: Die Kohäsivfestigkeit entspricht der maximal von der
Kohäsivzone übertragbaren Spannung. Unter idealisierten Bedingungen kann
hierfür der Wert der in einem Zugversuch gewonnene Zugfestigkeit Rm ange-
nommen werden. In einem spannungsgesteuerten WÖHLER-Versuch (z. B. bei
R = 0) ist t0 die kleinste Maximalspannung, bei der Versagen im ersten Last-
spiel (N = 1) und innerhalb der ersten Belastungsphase eintritt.
Anfangsdauerfestigkeit τ e0 : Die normierte Anfangsdauerfestigkeit τ
e
0 lässt sich
aus dem Quotienten aus dem größten Durchläufer-Lastniveau und der Kohäsiv-
festigkeit berechnen. Als »Durchläufer« wird die Probe eines WÖHLER-Versuchs
bezeichnet, die die maximale Lastspielzahl ohne Versagen erreicht. Oft wird hier-
für der Wert N = 2E+6 angenommen. Durchläufer gelten als dauerfest.
Formparameter ω und Schädigungsexponent ̺: Sowohl der Formparameter
ω als auch der Schädigungsexponent ̺ beeinflussen den Verlauf der WÖHLER-
Kurven (siehe Abb. 5.8). Zur Identifikation eines der beiden Parameter wird der
jeweils andere als konstant und bekannt vorausgesetzt. Dessen Identifikation
erfordert die Auswertung weiterer Versuchsergebnisse. Im hier vorgeschlagenen
Identifikationsverfahren wird der Schädigungsexponent bei der Auswertung des
WÖHLER-Versuchs konstant gehalten.
7.2. Auswertung der Rissfortschrittskurve
Aus experimentell bestimmten Rissfortschrittskurven (z. B. bei R = 0) können
die Kennwerte Schwellenwert ∆Kth, PARIS-Koeffizient C, PARIS-Exponent m und
Bruchzähigkeit90 Kc = K0 extrahiert werden. Gemäß den Ergebnissen der Para-
meterstudie in Abschnitt 4.5 können diese Größen mit den Kohäsivparametern
korreliert werden. Diese Zusammenhänge sollen nun in das Konzept zur Identi-
fikation der Kohäsivparameter einbezogen werden.
Unter der Annahme bekannter elastischer Eigenschaften und für den Fall, dass
die Rissfortschrittskurven mit Bruchmechanikproben ermittelt wurden, für die nä-
herungsweise der ebene Verzerrungszustand gilt, können über (4.11) die Bruch-
energiedichte J0 sowie die Schwellenwertenergiedichte Jth berechnet werden.
Die Gültigkeit der linear-elastischen Bruchmechanik wird vorausgesetzt.
Die folgenden Schritte zur Parameteridentifikation werden innerhalb einer Ite-
rationsschleife (Iterationsindex (i)) zur Bestimmung der Kohäsivlänge s0 ausge-
führt. Als ersten Schätzwert für s0 wird s
(0)
0 = J0/[t0e] empfohlen. Das gesamte
Identifikationsschema ist in Abb. 7.1 zusammengefasst.
90 Die Bruchzähigkeit wird üblicherweise anhand eigener monotoner Versuche identifiziert.
Ansätze zur Identifikation der Bruchenergie J0 als Kohäsivparameter werden in (SCHWALBE,
SCHEIDER und CORNEC, 2013) vorgestellt.
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Abb. 7.1.: Schema des Parameteridentifikationskonzepts anhand von WÖHLER- und Rissfort-
schrittskurven; eingefärbt: Anfangswerte für s0-Iterationsschleife (Iterationsindex (i))
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Normierte Bruchenergiedichte Γ0: Die normierte Bruchenergiedichte Γ0 er-
gibt sich aus (4.13).
Dauerfestigkeitsexponent α: Aus Jth = t0s0Γth kann über (6.16) der Dau-
erfestigkeitsexponent α ermittelt werden. Dazu müssen die Nennspannung der
Ermüdungsversuche σ∞ bzw. τ∞ sowie die Anfangsdauerfestigkeit τ e0 bekannt
sein.
Schädigungsexponent ̺ und Formparameter ω: Der Schädigungsexponent
̺ wird bei bekanntem Werten für τ e0 und α zum Abgleich der experimentellen
und berechneten PARIS-Exponenten m genutzt. Auswirkungen des veränderten
Schädigungsexponenten auf die berechneten WÖHLER-Kurven werden durch ent-
sprechende Anpassungen des Formparameters ω ausgeglichen. Als Startwert für
ω wird ω(0) = 1 empfohlen.
Formparameter ε: Der Formparameter ε ergibt sich eindeutig aus der nor-
mierter Bruchenergiedichte Γ0 und dem Formparameter ω (siehe Abb. 3.4). Der
Wert für ε(Γ0, ω) wird numerisch ermittelt.
Kohäsivlänge s0: Der PARIS-Koeffizient, d. h. die vertikale Position der normier-
ten Rissfortschrittskurve im Bereich II, wird abschließend durch Anpassung der





/dN(∆K). Die Veränderung der Kohäsivlänge s0 erfor-
dert die Wiederholung der Identifikation der Parameter Γ0, α, ̺, ω und ε gemäß
dem zuvor beschriebenen und in Abb. 7.1 dargestellten Schema. Die entspre-
chende Iterationsschleife gilt als konvergiert, wenn die Veränderung der Kohä-
sivlänge eine bestimmte Konvergenzgrenze unterschreitet (z. B. ∆s0/s0 = 1%).
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8. Zusammenfassung und Ausblick
8.1. Zusammenfassung
In der vorliegenden Arbeit wird die Formulierung zyklischer Kohäsivzonenmodel-
le systematisch analysiert und das Potenzial der zyklischen Kohäsivzonenmodel-
le zur Simulation von Ermüdungsvorgängen untersucht. Dazu erfolgen zunächst
die Vorstellung des Konzepts der Kohäsivzone, eine Erläuterung der Modellan-
nahmen sowie eine Diskussion der im Schrifttum vorliegenden zyklischen Kohä-
sivzonenmodelle. Aus den mechanischen Bilanzgleichungen (bzgl. Masse, Im-
puls und Drehimpuls) sowie den thermodynamischen Hauptsätzen ergeben sich
Anforderungen an das zu formulierende Materialgesetz (Kohäsiv- bzw. Separati-
onsgesetz).
Im Vorfeld der konkreten Formulierung eines zyklischen Kohäsivgesetzes wer-
den weitere Anforderungen an ein thermodynamisch konsistentes zyklisches Ko-
häsivgesetz auf Grundlage der Eigenschaften existierender Modelle zusammen-
gestellt. Ziel dieser Analyse ist ein systematischer und strukturierter Aufbau des
Schädigungsmodells. Auch die Implementierbarkeit der numerischen Algorith-
men und deren Effizienz werden dabei berücksichtigt. Als Ergebnis wird ein
Gleichungssatz für ein allgemeines zyklisches Kohäsivgesetz vorgestellt. Zur For-
mulierung der Kohäsivspannungs-Separations-Beziehungen wird das etablierte
thermodynamisch motivierte Konzept einer potenzialbasierten Beschreibung ge-
wählt. Das Kohäsivzonenpotenzial wird hierzu als normierte freie HELMHOLTZ-
Energiedichte eingeführt. Zur Quantifizierung des lokalen Schädigungszustands
in der Kohäsivzone werden darüber hinaus skalare Schädigungsmaße vorge-
schlagen. Die Irreversibilität eines Schädigungsprozesses wird durch nicht-nega-
tive Schädigungsraten gewährleistet. Im Unterschied zu existierenden zyklischen
Kohäsivgesetzen ist hier erstmalig eine lokale schädigungsabhängige Dauerfes-
tigkeit explizit in die Schädigungsentwicklungsgleichung implementiert. Die Frei-
heit der Materialmodellierung wird im Rahmen dieses Formalismus auf die Wahl
von nur drei Ansatzfunktionen bzgl.
● des Kohäsivzonenpotenzials (monotone Eigenschaften),
● des Skalierungsterms innerhalb der Schädigungsentwicklungsgleichung
und
● der zustandsabhängigen Dauerfestigkeit (zyklische Eigenschaften)
reduziert. Es werden zwei Kohäsivzonenpotenziale für eine bilineare und eine
exponentielle Hüllkurve vorgeschlagen und mit Potenzansätzen für den Skalie-
rungsterm und die Dauerfestigkeit kombiniert. Die präsentierte Schädigungsent-
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wicklungsgleichung erlaubt eine analytische Integration, wodurch der numeri-
sche Berechnungsaufwand im Vergleich zu iterativen Algorithmen deutlich gerin-
ger ausfällt.
Das Anfangsrandwertproblem eines elastischen Festkörpers mit eingebetteter
Kohäsivzone wird nach dem Prinzip der virtuellen Arbeit formuliert. Daraus wird
eine Elementformulierung nach der Methode der finiten Elemente abgeleitet. Die
finiten Kohäsivzonenelemente werden unter Nutzung der UEL-Schnittstelle in das
kommerzielle FEM-Programm ABAQUS implementiert.
Das zyklische Kohäsivzonenmodell wird erfolgreich auf die Simulation von
Ermüdungsrisswachstumsvorgängen angewandt. Rissfortschrittskurven werden
generiert. Sie bilden das experimentell beobachtete Rissfortschrittsverhalten im
schwellenwertnahen Bereich I, im PARIS-Bereich II und im Übergangsbereich zum
statischen Versagen (Bereich III) ab. Insbesondere die Auflösung des schwellen-
wertnahen Bereichs stellt im Rahmen der zyklischen Kohäsivzonenmodelle eine
neue Qualität dar. Der Einfluss der einzelnen Parameter des zyklischen Kohäsiv-
zonenmodells auf Schwellenwert, PARIS-Parameter und Bruchzähigkeit wird un-
tersucht. Der Vergleich mit experimentell ermittelten Rissfortschrittskennwerten
verschiedener Werkstoffklassen zeigt, dass mit dem zyklischen Kohäsivzonenmo-
dell das Rissfortschrittsverhalten technisch bedeutsamer Materialen reproduziert
werden kann. Auch bekannte Überlast- bzw. Lastreihenfolgeeffekte werden wie-
dergegeben.
In einer weiteren Studie wird das zyklische Kohäsivzonenmodell auf die Vor-
hersage von Werkstoffermüdung homogen beanspruchter Strukturen untersucht.
Hierfür werden numerische Simulationen an einem einzelnen, repräsentativen
Materialpunkt bis zu einer Lastspielzahl von N = 2E+6 durchgeführt. WÖHLER-
Kurven werden ermittelt und der Mittelspannungseinfluss analysiert. Auch hier
wird der Einfluss der einzelnen Kohäsivparameter auf die WÖHLER- bzw. Lebens-
dauerkurven untersucht. Die Lebensdauerberechnung mit variabler Lastamplitu-
de zeigt, dass die Schadensakkumulation des zyklischen Kohäsivzonenmodells
nichtlinear erfolgt.
Das Versagensverhalten elastischer Strukturen mit kohäsiven Grenzflächen un-
ter monotoner und zyklischer Belastung ist Gegenstand weiterer Analysen. Das
globale Ermüdungsverhalten der rissbehafteten bzw. homogen beanspruchten
Strukturen wird mit dem lokalen Separations- und Schädigungsverhalten inner-
halb der Kohäsivzone erklärt. Um den Einfluss der Bauteilgröße auf das Er-
müdungsverhalten zu untersuchen, werden des Weiteren numerische Berech-
nungen an modifizierten DCB-Proben verschiedener Abmessungen durchge-
führt. Das jeweilige Versagensverhalten wird in drei unterschiedlichen Schaubil-
dern dargestellt: τ∞-Γ∞-Zustandsdiagramm, zyklisches Versagensbewertungs-
diagramm (CFAD) und KITAGAWA-TAKAHASHI-Diagramm (KTD). In den Diagram-
men ergeben sich Versagensgrenzkurven zwischen den Bereichen des dauerfes-
ten Verhaltens, der Werkstoffermüdung und des Restbruchversagens. Eine all-
gemeine Formulierung zur Beschreibung der Grenzkurven wird vorgeschlagen.
Die Ergebnisse dieser Studie ergänzen und verallgemeinern die, nach Meinung
des Autors, einzige Studie zu dieser Thematik in der Literatur der zyklischen Ko-
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häsivzonenmodelle.
Abschließend wird ein Konzept zur Identifikation der Parameter des zyklischen
Kohäsivgesetzes vorgestellt. Es basiert auf den Erkenntnissen der vorangegan-
genen analytischen und numerischen Untersuchungen. Für elastische Strukturen
mit kohäsiven Grenzflächen besteht demnach die Möglichkeit, die Kohäsivpara-
meter anhand von experimentell ermittelten WÖHLER- und Rissfortschrittskurven
zu bestimmen.
Die Kapitel dieser Arbeit geben einen detaillierten Einblick in die zyklische
Kohäsivzonenmodellierung. Einzelne Modellierungsschritte und -ansätze wer-
den diskutiert. Die Funktionalität eines zyklischen Kohäsivzonenmodells wird be-
schrieben. Anwendungsmöglichkeiten und -grenzen werden anschaulich darge-
stellt. Die vorliegende Arbeit bildet damit die Basis für künftige Anwendungen
und Weiterentwicklungen dieses vielseitigen Simulationswerkzeuges.
8.2. Ausblick
Das in dieser Arbeit vorgeschlagene zyklische Kohäsivzonenmodell ist bislang
noch für keinen konkreten Werkstoff bzw. Werkstoffverbund angewandt worden.
Die Eignung zur Simulation von Werkstoffermüdung wurde aus der Qualität der
Ergebnisse von Berechnungen idealisierter Bruchmechanik- bzw. Zugproben un-
ter zyklischer Belastung abgeleitet. Die praktische Anwendung des Modells ist
damit primäre Aufgabe künftiger Studien. In diesem Zusammenhang ist zudem
die Verifikation des vorgeschlagenen Konzepts zur Parameteridentifikation erfor-
derlich. Diese sollte anhand eines vollständigen Satzes von Versuchsergebnisda-
ten eines geeigneten Werkstoffs durchgeführt werden.
Auch die Potenzansätze innerhalb der Schädigungsentwicklungsgleichung
(Wichtungsterm, Dauerfestigkeit) müssen geprüft, bewertet und ggf. modifiziert
werden. Sie wurden hier nur aufgrund ihrer günstigen numerischen Eigenschaf-
ten gewählt. Andere mathematische Formulierungen sind denkbar.
Zur Verifikation des Modells sollten auch Versuche an Proben unter mixed-mo-
de-Beanspruchung ausgewertet werden. Das vorgestellte Kohäsivzonenmodell
sagt für den Zugschwell- und den Schubschwellbereich mit R ≥ 0 dieselben
Lebensdauern voraus. Dies impliziert, dass die aktiven Ermüdungsmechanis-
men unabhängig von der Belastungsrichtung vergleichbare Schädigungszustän-
de hervorrufen. Rissfortschrittssimulationen unter Modus-II- oder mixed-mode-
Beanspruchung wurden bislang nicht durchgeführt.
Auch die Überlast- und Lastreihenfolgeeffekte auf das Ermüdungsrisswachs-
tumsverhalten wurden im Rahmen der vorliegenden Arbeit nur exemplarisch
untersucht. Eine ausführliche Studie ist mit der zur Verfügung stehenden numeri-
schen Berechnungsumgebung möglich. Die Auswertung der Rissverlängerungs-
Lastspiel-Kurven, der Kohäsivzonenprofile und der zyklischen Spannungs-Sepa-
rations-Kurven erlaubt dabei eine detaillierte Interpretation der Schädigungsent-
wicklung innerhalb der Prozesszone.
Die Kombination des zyklischen Kohäsivzonenmodells mit elastisch-plasti-
schem und elastisch-viskoplastischem Matrixmaterial ermöglicht darüber hinaus
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eine Vielzahl weiterer Anwendungen. Die Plastizität verursacht Rissschließeffekte,
die einen bedeutenden Einfluss auf das Rissfortschrittsverhalten duktiler Werk-
stoffe und damit auf die Lebensdauer der jeweiligen Bauteile ausüben.
Weitere offene Fragestellungen betreffen die Versagensbewertung elastischer
Strukturen. Insbesondere der Einfluss der einzelnen Kohäsivparameter auf die
Grenzkurven in den Versagensschaubildern ist bislang noch nicht untersucht
worden. Aufgrund der sehr guten Übereinstimmung von analytischer Vorher-
sage und numerischen Berechnungsergebnissen sollte eine analytische Parame-
terstudie die entsprechenden Zusammenhänge aufklären. Außerdem kann das
parametrisierte FE-Modell der modifizierten DCB-Probe mit veränderten Rand-
bedingungen auch zur Simulation des Ermüdungsrisswachstums kurzer Risse ge-
nutzt werden (Modell eines GRIFFITH-Risses). Entsprechende Berechnungen sind
zur Validierung der Hypothese, wonach die ermittelten Versagensgrenzkurven





Für die numerischen Simulationen der vorliegenden Arbeit wurden UEL-Subrou-
tinen für die FEM-Software ABAQUS (Version 6.12-3) programmiert. In den Ele-
mentroutinen wurden die in den Kapiteln 2 und 3 vorgestellten Gleichungen
implementiert. Die einzelnen Kohäsivzonenelemente (CZE) unterscheiden sich
hinsichtlich ihrer Grundform, dem Ansatz der Formfunktionen und der numeri-
schen Integration. Eine Übersicht der Elemente bietet Tab. A.1. Die Knotennum-
merierung, Anzahl NGP und Lage
#„
ξ η der GAUSS-Integrationspunkte sowie die
jeweiligen Gewichte wη (siehe Unterabschnitt 2.3.3) entsprechen vergleichbaren
Elementen der ABAQUS-Elementbibliothek (Abaqus 6.12 Online Documentation
2012). Die Visualisierung der Kohäsivzonenelemente wurde mit der vom Autor
der vorliegenden Arbeit entwickelten Software ABAQUSER durchgeführt. Einzel-
heiten dazu sind in (ROTH u. a., 2012) dokumentiert.
UEL Bezeichnung Formfunk- NEN numerische NGP
Nr. tionsansatz Integration
1 2DRechteck-CZE linear 4 reduziert 1
2 2DRechteck-CZE linear 4 vollständig 2
3 2DRechteck-CZE quadratisch 6 reduziert 2
4 2DRechteck-CZE quadratisch 6 vollständig 3
5 3DPentaeder-CZE linear 6 reduziert 1
6 3DPentaeder-CZE linear 6 vollständig 3
7 3DPentaeder-CZE quadratisch 12 reduziert 3
8 3DPentaeder-CZE quadratisch 12 vollständig 4
9 3DHexaeder-CZE linear 8 reduziert 1
10 3DHexaeder-CZE linear 8 vollständig 4
11 3DHexaeder-CZE quadratisch 16 reduziert 4
12 3DHexaeder-CZE quadratisch 16 vollständig 9
13 axialsymmetrisches CZE linear 4 reduziert 1
14 axialsymmetrisches CZE linear 4 vollständig 2
15 axialsymmetrisches CZE quadratisch 6 reduziert 2
16 axialsymmetrisches CZE quadratisch 6 vollständig 3
Tab. A.1.: Übersicht der als UEL-Subroutine implementierten Kohäsivzonenelemente (CZE)
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A.2. Materialtangente











GκF exp(1− λF ) (3.21)
durch Anwendung der Kettenregel. In Belastungssituationen mit Schädigungsak-








aus (3.16) und (3.17)
berücksichtigt. Die Schädigungsentwicklung wird über die reduzierte Evolutions-


























































































































· ε [D exp(1−D)]ε−1 [1−D] exp(1−D) (A.11)
berechnen.
In Entlastungssituationen und unterhalb der momentanen Dauerfestigkeits-
grenze gilt D = konst. Die Schädigungsentwicklungsgleichung muss in diesen
Fällen nicht berücksichtigt werden. Für die Materialtangente ergeben sich ent-
sprechende Sonderfälle von (A.10).

ILiteratur
Abaqus 6.12 Online Documentation (2012). Dassault Systèmes.
ABDUL-BAQI, A., P.J.G. SCHREURS und M.G.D. GEERS (2005). »Fatigue damage
modeling in solder interconnects using a cohesive zone approach«. In: Int. J.
Solids Struct. 42(3–4), S. 927–942.
ANDERSON, T.L. (2005). Fracture Mechanics: Fundamentals and Applications.
3. Aufl. CRC Press, Boca Raton.
BALKE, H. (2014). Einführung in die Technische Mechanik: Festigkeitslehre.
3. Aufl. Springer-Verlag, Berlin.
BARENBLATT, G.I. (1962). »The mathematical theory of equilibrium cracks in brit-
tle fracture«. In: Advances in Applied Mechanics. Hrsg. von H.L. DRYDEN u. a.
Bd. 7. Elsevier, S. 55–129.
BAŽANT, Z.P. und J. PLANAS (1998). Fracture and Size Effect in Concrete and
Other Quasibrittle Materials. CRC Press, Boca Raton.
BEAUREPAIRE, P. und G.I. SCHUËLLER (2011). »Modeling of the variability of fa-
tigue crack growth using cohesive zone elements«. In: Eng. Fract. Mech.
78(12), S. 2399–2413.
BELYTSCHKO, T. u. a. (2014). Nonlinear Finite Elements for Continua and Struc-
tures. 2. Aufl. Wiley, Chichester.
BOSCH, M.J. van den, P.J.G. SCHREURS und M.G.D. GEERS (2007). »A cohesive
zone model with a large displacement formulation accounting for interfacial
fibrilation«. In: Eur. J. Mech. A. Solids 26(1), S. 1–19.
BOUVARD, J.L. u. a. (2009). »A cohesive zone model for fatigue and creep-
fatigue crack growth in single crystal superalloys«. In: Int. J. Fatigue 31(5),
S. 868–879.
BROCKS, W., A. CORNEC und I. SCHEIDER (2003). »Computational aspects of
nonlinear fracture mechanics«. In: Comprehensive Structural Integrity – Nu-
merical and Computational Methods. Hrsg. von I. MILNE, R.O. RITCHIE und B.
KARIHALOO. Bd. 3. Elsevier, S. 127–209.
CAMACHO, G.T. und M. ORTIZ (1996). »Computational modelling of impact
damage in brittle materials«. In: Int. J. Solids Struct. 33(20–22), S. 2899–
2938.
II Literatur
CAO, X. und M. VORMWALD (2013). »Using triaxiality dependent cohesive zone
model in low cycle fatigue«. In: 13th International Conference on Fracture.
Bd. 2. CSTAM, S. 1676–1685.
CHABOCHE, J.L. (1987). »Continuum damage mechanics: Present state and fu-
ture trends«. In: Nucl. Eng. Des. 105(1), S. 19–33.
CHABOCHE, J.L. und G. ROUSSELIER (1983). »On the plastic and viscoplastic con-
stitutive equations – Part 1: Rules developed with internal variable concept.«
In: J. Pressure Vessel Technol. 105(2), S. 153–164.
CIAVARELLA, M., M. PAGGI und A. CARPINTERI (2008). »One, no one, and one
hundred thousand crack propagation laws: A generalized Barenblatt and
Botvina dimensional analysis approach to fatigue crack growth«. In: J. Mech.
Phys. Solids 56(12), S. 3416–3432.
COOK, R.D. u. a. (2007). Concepts and Applications of Finite Element Analysis.
4. Aufl. Wiley India, New Delhi.
CORNEC, A., I. SCHEIDER und K.-H. SCHWALBE (2003). »On the practical appli-
cation of the cohesive model«. In: Eng. Fract. Mech. 70(14), S. 1963–1987.
DE-ANDRÉS, A., J.L. PÉREZ und M. ORTIZ (1999). »Elastoplastic finite element
analysis of three-dimensional fatigue crack growth in aluminum shafts sub-
jected to axial loading«. In: Int. J. Solids Struct. 36(15), S. 2231–2258.
DESHPANDE, V.S., A. NEEDLEMAN und E. van der GIESSEN (2002). »Discrete dislo-
cation modeling of fatigue crack propagation«. In: Acta Mater. 50(4), S. 831–
846.
DUGDALE, D.S. (1960). »Yielding of steel sheets containing slits«. In: J. Mech.
Phys. Solids 8(2), S. 100–104.
EL HADDAD, M.H., K.N. SMITH und T.H. TOPPER (1979). »Fatigue crack propaga-
tion of short cracks«. In: J. Eng. Mater. Technol. 101(1), S. 42–46.
ELBER, W. (1970). »Fatigue crack closure under cyclic tension«. In: Eng. Fract.
Mech. 2(1), S. 37–45.
FLECK, N.A., K.J. KANG und M.F. ASHBY (1994). »Overview no. 112. The cyclic
properties of engineering materials«. In: Acta Metall. Mater. 42(2), S. 365–
381.
GATTS, R.R. (1961). »Application of a cumulative damage concept to fatigue«.
In: J. Basic Eng. 83(4), S. 529–534.
GERMAIN, P., Q.S. NGUYEN und P. SUQUET (1983). »Continuum thermodynam-
ics.« In: J. Appl. Mech. 50(4b), S. 1010–1020.
GHOVANLOU, M.K., H. JAHED und A. KHAJEPOUR (2014). »Cohesive zone mod-
eling of fatigue crack growth in brazed joints«. In: Eng. Fract. Mech. 120,
S. 43–59.
Literatur III
GONG, B., M. PAGGI und A. CARPINTERI (2012). »A cohesive crack model cou-
pled with damage for interface fatigue problems«. In: Int. J. Fract. 173(2),
S. 91–104.
GOUGH, H.J. (1950). »Engineering steels under combined cyclic and static
stresses«. In: J. Appl. Mech. 50, S. 113–125.
GOYAL, V.K., E.R. JOHNSON und C.G. DAVILA (2004). »Irreversible constitutive
law for modeling the delamination process using interfacial surface disconti-
nuities«. In: Compos. Struct. 65(3–4), S. 289–305.
GROSS, D. (1996). Bruchmechanik. 2. Aufl. Springer-Verlag, Berlin.
GUDEHUS, H. und H. ZENNER (1999). Leitfaden für eine Betriebsfestigkeits-
rechnung: Empfehlung zur Lebensdauerabschätzung von Maschinenbauteilen.
4. Aufl. Verlag Stahleisen, Düsseldorf.
GURSON, A.L. (1977). »Continuum theory of ductile rupture by void nucleation
and growth: Part I – Yield criteria and flow rules for porous ductile media«. In:
J. Eng. Mater. Technol. 99(1), S. 2–15.
GYLLTOFT, K. (1984). »A fracture mechanics model for fatigue in concrete«. In:
Mater. Construct. 17(1), S. 55–58.
HAHN, H.G. (1985). Elastizitätstheorie: Grundlagen der linearen Theorie und An-
wendungen auf eindimensionale, ebene und räumliche Probleme. B.G. Teub-
ner Verlag, Stuttgart.
HAIBACH, E. (2006). Betriebsfestigkeit: Verfahren und Daten zur Bauteilberech-
nung. 3. Aufl. Springer-Verlag, Berlin.
HARPER, P.W. und S.R. HALLETT (2010). »A fatigue degradation law for cohesive
interface elements – Development and application to composite materials«.
In: Int. J. Fatigue 32(11), S. 1774–1787.
HARRISON, R.P., K. LOOSEMORE und I. MILNE (1976). Assessment of the integrity
of structures containing defects. Report R/H/R6. CEGB.
HAUPT, P. (2000). Continuum Mechanics and Theory of Materials. Springer-
Verlag, Berlin.
HILLERBORG, A., M. MODÉER und P.-E. PETERSSON (1976). »Analysis of crack
formation and crack growth in concrete by means of fracture mechanics and
finite elements«. In: Cem. Concr. Res. 6(6), S. 773–781.
HORDIJK, D.A. und H.W. REINHARDT (1991). »Growth of discrete cracks in con-
crete under fatigue loading«. In: Toughening Mechanisms in Quasi-Brittle Ma-
terials. Hrsg. von S.P. SHAH. Kluwer Academic Publishers, S. 541–554.
HORII, H. (1991). »Mechanisms of fracture in brittle disordered materials«. In:
Fracture Processes in Concrete, Rock and Ceramics. Hrsg. von J.G.M. van
MIER, J.G. ROTS und A. BAKKER. Bd. 1. E. & F.N. Spon, S. 95–110.
IV Literatur
HORII, H., H.C. SHIN und T.M. PALLEWATTA (1990). »An analytical model of fa-
tigue crack growth in concrete«. In: P. Jpn. Concr. Inst. 12(2), S. 835–840.
– (1992). »Mechanism of fatigue crack growth in concrete«. In: Cem. Concr.
Compos. 14(2), S. 83–89.
HÜTTER, G. (2013). »Multi-scale simulation of crack propagation in the ductile-
brittle transition region«. Dissertation. TU Bergakademie Freiberg.
JHA, D. und A. BANERJEE (2012). »A cohesive model for fatigue failure in complex
stress-states«. In: Int. J. Fatigue 36(1), S. 155–162.
JIANG, H., X. GAO und T.S. SRIVATSAN (2009). »Predicting the influence of over-
load and loading mode on fatigue crack growth: A numerical approach us-
ing irreversible cohesive elements«. In: Finite Elem. Anal. Des. 45(10), S. 675–
685.
KHORAMISHAD, H. u. a. (2010). »Predicting fatigue damage in adhesively
bonded joints using a cohesive zone model«. In: Int. J. Fatigue 32(7), S. 1146–
1158.
KITAGAWA, H. und S. TAKAHASHI (1976). »Applicability of fracture mechanics to
very small cracks or cracks in the early stage«. In: Proceedings of the Sec-
ond International Conference on Mechanical Behavior of Materials. American
Society for Metals, S. 627–631.
KUNA, M. (2010). Numerische Beanspruchungsanalyse von Rissen. 2. Aufl. Vie-
weg+Teubner Verlag, Wiesbaden.
LARSEN, J.M. u. a. (1999). »The role of near-threshold small-crack behavior in
life prediction of titanium alloys for use in advanced turbine engines«. In:
Small Fatigue Cracks: Mechanics, Mechanisms and Applications. Hrsg. von
K.S. RAVICHANDRAN, R.O. RITCHIE und Y. MURAKAMI. Elsevier Science Ltd.,
S. 131–142.
LEMAITRE, J. (1996). A Course on Damage Mechanics. 2. Aufl. Springer-Verlag,
Berlin.
LEUSCHNER, M. u. a. (2015). »Potential-based constitutive models for cohesive
interfaces: Theory, implementation and examples«. In: Composites Part B 68,
S. 38–50.
LI, H. und H. YUAN (2013). »Cohesive zone modelling of low cycle fatigue cracks
in cracked and notched specimens«. In: Fatigue Fract. Eng. Mater. Struct.
36(12), S. 1246–1257.
LI, H., H. YUAN und X. LI (2015). »Assessment of low cycle fatigue crack growth
under mixed-mode loading conditions by using a cohesive zone model«. In:
Int. J. Fatigue 75, S. 39–50.
LIU, J., J. LI und B. WU (2013). »The cohesive zone model for fatigue crack
growth«. In: Adv. Mech. Eng. 5, S. 737392–1–737392–16.
Literatur V
LIU, J., C. XIANG und H. YUAN (2009). »Prediction of 3D small fatigue crack prop-
agation in shot-peened specimens«. In: Comput. Mater. Sci. 46(3), S. 566–
571.
LUBLINER, J. (1972). »On the thermodynamic foundations of non-linear solid
mechanics«. In: Int. J. Non-Linear Mech. 7(3), S. 237–254.
LUCAS, L.J., T.M. BLACK und D.P. JONES (2007). »Use of cohesive elements in
fatigue analysis«. In: Pressure Vessels and Piping Division Conference. Bd. 2.
ASME, S. 13–25.
MAITI, S. (2009). »Cohesive technology applied to the modeling and simulation
of fatigue failure«. In: Virtual Testing and Predictive Modeling: For Fatigue and
Fracture Mechanics Allowables. Hrsg. von B. FARAHMAND. Springer, S. 47–71.
MAITI, S. und P.H. GEUBELLE (2005). »A cohesive model for fatigue failure of
polymers«. In: Eng. Fract. Mech. 72(5), S. 691–708.
MAY, M. und S.R. HALLETT (2010). »A combined model for initiation and propa-
gation of damage under fatigue loading for cohesive interface elements«. In:
Composites Part A 41(12), S. 1787–1796.
MCGARRY, J.P. u. a. (2014). »Potential-based and non-potential-based cohesive
zone formulations under mixed-mode separation and over-closure. Part I:
Theoretical analysis«. In: J. Mech. Phys. Solids 63(1), S. 336–362.
MINER, M.A. (1945). »Cumulative damage in fatigue«. In: J. Appl. Mech. 12,
S. 159–164.
MORICONI, C., G. HÉNAFF und D. HALM (2014). »Cohesive zone modeling of
fatigue crack propagation assisted by gaseous hydrogen in metals«. In: Int. J.
Fatigue 68, S. 56–66.
MUÑOZ, J.J., U. GALVANETTO und P. ROBINSON (2006). »On the numerical sim-
ulation of fatigue driven delamination with interface elements«. In: Int. J. Fa-
tigue 28(10), S. 1136–1146.
NEEDLEMAN, A. (1987). »A continuum model for void nucleation by inclusion
debonding«. In: J. Appl. Mech. 54(3), S. 525–531.
– (1990). »An analysis of decohesion along an imperfect interface«. In: Int. J.
Fract. 42(1), S. 21–40.
– (1992). »Micromechanical modelling of interfacial decohesion«. In: Ultrami-
croscopy 40(3), S. 203–214.
NGUYEN, O. u. a. (2001). »A cohesive model of fatigue crack growth«. In: Int. J.
Fract. 110(4), S. 351–369.
ORTIZ, M. und A. PANDOLFI (1999). »Finite-deformation irreversible cohesive
elements for three-dimensional crack-propagation analysis«. In: Int. J. Numer.
Methods Eng. 44(9), S. 1267–1282.
VI Literatur
PALMGREN, A. (1924). »Die Lebensdauer von Kugellagern«. In: Z. Ver. Dtsch. Ing.
68(14), S. 339–341.
PARIS, P. und F. ERDOGAN (1963). »A critical analysis of crack propagation laws«.
In: J. Basic Eng. 85(4), S. 528–533.
PARK, K. und G.H. PAULINO (2011). »Cohesive zone models: A critical review
of traction-separation relationships across fracture surfaces«. In: Appl. Mech.
Rev. 64(6), S. 060802–1–060802–20.
PESSARD, E. u. a. (2013). »A mechanistic approach to the Kitagawa-Takahashi
diagram using a multiaxial probabilistic framework«. In: Eng. Fract. Mech.
109, S. 89–104.
PIRONDI, A. und F. MORONI (2010). »A progressive damagemodel for the predic-
tion of fatigue crack growth in bonded joints«. In: J. Adhes. 86(5–6), S. 501–
521.
RADAJ, D. und M. VORMWALD (2007). Ermüdungsfestigkeit: Grundlagen für Inge-
nieure. 3. Aufl. Springer-Verlag, Berlin.
RICE, J.R. (1968). »A path-independent integral and approximate analysis of
strain concentration by notches and cracks«. In: J. Appl. Mech. 35(2), S. 379–
386.
RICHARD, H.A. und M. SANDER (2012). Ermüdungsrisse: Erkennen, Sicher Beur-
teilen, Vermeiden. Vieweg+Teubner Verlag, Wiesbaden.
RITCHIE, R.O. (1988). »Mechanisms of fatigue crack propagation in metals, ce-
ramics and composites: Role of crack tip shielding«. In: Mater. Sci. Eng., A
103(1), S. 15–28.
ROBINSON, P. u. a. (2005). »Numerical simulation of fatigue-driven delamination
using interface elements«. In: Int. J. Numer. Meth. Engng. 63(13), S. 1824–
1848.
RODOPOULOS, C.A. u. a. (2003). »A fatigue damage map for 2024-T3 alu-
minium alloy«. In: Fatigue Fract. Eng. Mater. Struct. 26(7), S. 569–575.
RODOPOULOS, C.A. u. a. (2004). »Stress ratio and the fatigue damage map –
Part I: Modelling«. In: Int. J. Fatigue 26(7), S. 739–746.
ROE, K.L. und T. SIEGMUND (2001). »Simulation of interface fatigue crack growth
via a fracture process zone model«. In: Computational Fluid and Solid Mechan-
ics. Hrsg. von K.J. BATHE. Bd. 1. Elsevier Science, S. 435–437.
– (2003). »An irreversible cohesive zone model for interface fatigue crack
growth simulation«. In: Eng. Fract. Mech. 70(2), S. 209–232.
ROTH, S. u. a. (2012). »Visualisation of user defined finite elements with
ABAQUS/Viewer«. In: GACM Rep. 7, S. 7–14.
Literatur VII
SANDER, M. (2008). Sicherheit und Betriebsfestigkeit von Maschinen und Anla-
gen: Konzepte und Methoden zur Lebensdauer-Vorhersage. Springer-Verlag,
Berlin.
SCHEIDER, I. und J. MOSLER (2011). »Novel approach for the treatment of cyclic
loading using a potential-based cohesive zone model«. In: Proc. Eng. 10,
S. 2164–2169.
SCHWALBE, K.-H., I. SCHEIDER und A. CORNEC (2013). Guidelines for Apply-
ing Cohesive Models to the Damage Behaviour of Engineering Materials and
Structures. Springer, Heidelberg.
SCHÜTZ, W. (1967). »Über eine Beziehung zwischen der Lebensdauer bei kon-
stanter und bei veränderlicher Beanspruchungsamplitude und ihre Anwend-
barkeit auf die Bemessung von Flugzeugbauteilen«. In: Z. Flugwiss. 15(11),
S. 407–419.
SEREBRINSKY, S. und M. ORTIZ (2005). »A hysteretic cohesive-law model of
fatigue-crack nucleation«. In: Scr. Mater. 53(10), S. 1193–1196.
SIEGMUND, T. (2004). »A numerical study of transient fatigue crack growth by
use of an irreversible cohesive zone model«. In: Int. J. Fatigue 26(9), S. 929–
939.
SMITH, J.O. (1942). The effect of range of stress on the fatigue strength of metals.
Engineering Experiment Station Bulletin Series No. 334. University of Illinois.
SUN, Y., K. MACIEJEWSKI und H. GHONEM (2013). »A damage-based cohesive
zone model of intergranular crack growth in a nickel-based superalloy«. In:
Int. J. Damage Mech. 22(6), S. 905–923.
SURESH, S. (1998). Fatigue of Materials. 2. Aufl. Cambridge University Press,
Cambridge.
TROOST, A. und E. EL-MAGD (1975). »Allgemeine Formulierung der Schwing-
festigkeitsamplitude in Haighscher Darstellung«. In: Materialprüfung 17(2),
S. 47–49.
TRUESDELL, C. und R.A. TOUPIN (1960). »The classical field theories«. In: Princi-
ples of Classical Mechanics and Field Theory. Hrsg. von S. FLÜGGE. Bd. III/1.
Springer-Verlag, Berlin, S. 226–858.
TURON, A. u. a. (2007). »Simulation of delamination in composites under high-
cycle fatigue«. In: Composites Part A 38(11), S. 2270–2282.
TVERGAARD, V. (1981). »Influence of voids on shear band instabilities under
plane strain conditions«. In: Int. J. Fract. 17(4), S. 389–407.
– (1990). »Effect of fibre debonding in a whisker-reinforced metal«. In: Mater.
Sci. Eng., A 125(2), S. 203–213.
VIII Literatur
TVERGAARD, V. und J.W. HUTCHINSON (1992). »The relation between crack
growth resistance and fracture process parameters in elastic-plastic solids«.
In: J. Mech. Phys. Solids 40(6), S. 1377–1397.
TVERGAARD, V. und A. NEEDLEMAN (1984). »Analysis of the cup-cone fracture in
a round tensile bar«. In: Acta Metall. Mater. 32(1), S. 157–169.
ULBRICHT, V. (1997). Studienbrief Kontinuumsmechanik. IFKM, TU Dresden.
URAL, A., V.R. KRISHNAN und K.D. PAPOULIA (2009). »A cohesive zone model for
fatigue crack growth allowing for crack retardation«. In: Int. J. Solids Struct.
46(11–12), S. 2453–2462.
VALOROSO, N. und L. CHAMPANEY (2006). »A damage-mechanics-based ap-
proach for modelling decohesion in adhesively bonded assemblies«. In: Eng.
Fract. Mech. 73(18), S. 2774–2801.
VOSSEN, B.G. u. a. (2013). »On the lack of rotational equilibrium in cohesive
zone elements«. In: Comput. Meth. Appl. Mech. Eng. 254, S. 146–153.
WANG, B. und T. SIEGMUND (2005). »A numerical analysis of constraint effects
in fatigue crack growth by use of an irreversible cohesive zone model«. In: Int.
J. Fract. 132(2), S. 175–196.
– (2006a). »A computational analysis of size effects in fatigue failure«. In: Mod-
ell. Simul. Mater. Sci. Eng. 14(4), S. 775–787.
– (2006b). »Simulation of fatigue crack growth at plastically mismatched bi-
material interfaces«. In: Int. J. Plast. 22(9), S. 1586–1609.
WIPPLER, S. und M. KUNA (2008). »Experimental and numerical investigation
on the reliability of leadfree solders«. In: Eng. Fract. Mech. 75(11), S. 3534–
3544.
WRIGGERS, P. (2008). Nonlinear Finite Element Methods. Springer-Verlag, Berlin.
WÖHLER, A. (1860). »Versuche zur Ermittlung der auf die Eisenbahnwagen-
Achsen einwirkenden Kräfte und der Widerstandsfähigkeit der Wagen-
Achsen«. In: Z. Bauwesen 10, S. 583–616.
– (1863). »Über die Versuche zur Ermittlung der Festigkeit von Achsen, welche
in den Werkstätten der Niederschlesisch-Märkischen Eisenbahn zu Frankfurt
a.d.O. angestellt sind«. In: Z. Bauwesen 13, S. 233–258.
– (1870). »Über die Festigkeits-Versuche mit Eisen und Stahl«. In: Z. Bauwesen
20, S. 73–106.
XU, X.-P. und A. NEEDLEMAN (1993). »Void nucleation by inclusion debonding in
a crystal matrix«. In: Modell. Simul. Mater. Sci. Eng. 1(2), S. 111–132.
XU, Y. (2009). »Computational Analysis of Fretting Fatigue«. Dissertation. Bergi-
sche Universität Wuppertal.
Literatur IX
XU, Y. und H. YUAN (2009a). »Computational analysis of mixed-mode fatigue
crack growth in quasi-brittle materials using extended finite element methods«.
In: Eng. Fract. Mech. 76(2), S. 165–181.
– (2009b). »Computational modeling of mixed-mode fatigue crack growth us-
ing extended finite element methods«. In: Int. J. Fract. 159(2), S. 151–165.
– (2009c). »On damage accumulations in the cyclic cohesive zone model for
XFEM analysis of mixed-mode fatigue crack growth«. In: Comput. Mater. Sci.
46(3), S. 579–585.
YAMAGUCHI, T., T. OKABE und S. YASHIRO (2009). »Fatigue simulation for tita-
nium/CFRP hybrid laminates using cohesive elements«. In: Compos. Sci. Tech-
nol. 69(11–12), S. 1968–1973.
YANG, B., S. MALL und K. RAVI-CHANDAR (2001). »A cohesive zone model for
fatigue crack growth in quasibrittle materials«. In: Int. J. Solids Struct. 38(22–
23), S. 3927–3944.
YANG, B. und K. RAVI-CHANDAR (1998). »A single-domain dual-boundary-
element formulation incorporating a cohesive zone model for elastostatic
cracks«. In: Int. J. Fract. 93(1–4), S. 115–144.
YANG, Q.D., D.J. SHIM und S.M. SPEARING (2004). »A cohesive zone model for
low cycle fatigue life prediction of solder joints«. In: Microelectron. Eng. 75(1),
S. 85–95.

